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Анотація

Запропоновані  математичні  моделі  при  аналізі 
інтегрального розподілу енергії вейвлет-перетворення по 
масштабам  безперервного  вейвлет-перетворення. 
Створена методика формалізованого вибору масштабного 
рівня  безперервного  вейвлет-перетворення  при 
контурному аналізі зображень.

1. Вступ

Один  з  перспективних  підходів  до  визначення 
характеристик  об'єктів  на  зображенні  ґрунтується  на 
результатах  мультимасштабного  контурного  аналізу, 
який може проводитися з різною детальністю залежно від 
завдання,  що вирішується  системою розпізнавання.  Для 
мультимасштабного контурного  аналізу використовують 
безперервне вейвлет-перетворення (ВП) [1]. 

Безперервне  ВП  для  вирішення  задачі  виділення 
контурів об'єктів володіє рядом важливих властивостей, а 
саме [1, 2]: 

− завдяки  частотно-селективним  властивостям 
дозволяє регулювати детальність об'єктів; 

− завадостійкість методу виділення контурів зростає 
із збільшенням масштабного рівня безперервного ВП; 

− при збільшенні  масштабного  рівня  перетворення 
розширюється просторова локалізація об'єктів. 

Для реалізації мультимасштабного контурного аналізу 
вейвлет-функції  (ВФ)  повинні  забезпечувати  з 
регульованою  детальністю  підкреслення  перепадів 
інтенсивності  об’єктів  (та/або  підоб'єктів)  залежно  від 
масштабного  рівня  s ВП  (тобто  від  різної  роздільної 
здатності).  Це  забезпечується  дійсними  ВФ  у  вигляді 
непарних  симетричних  вейвлет-функцій 

( ) )( xx −−= ψψ ,  що  мають  компактний  або 

ефективний носій. 
Але не дивлячись на велику кількість  публікацій, які 

присвячені  вейвлет-аналізу  сигналів  та  зображень, 
невирішеним лишається питання формалізованого вибору 
необхідної  базисної  функції  та  потрібного масштабного 
рівня ВП. Тому представляється актуальним та доцільним 
вирішення  задачі  обґрунтованого  вибору  необхідного 
масштабного рівня ВП. У роботі запропоновано для цього 
використовувати  властивості  інтегрального  розподілу 

енергії ВП за масштабами (ІРЕМ) ВП [3,4].

2. Аналіз базисних функцій ВП

Безперервне  ВП  функції  )(tf  при  дійсних  ВФ 
визначається виразом [1]:
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має одиничну норму для усіх масштабів  s;  x – параметр 
зсуву.

Проведено аналіз наступних базисних функцій [2]: 
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–  «розщеплена» функція Гауса 
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–  функція ГВП:

( )


















≤≤
−+

<<−

−≤≤−
+−

−

>

=

,,
1

1

1

;,0

;,
1

1

1

;,0

,

sx

s

x

t

xs

s

x

sx

sx

γε

εε

εγ

γ

ψ  (5)

де ε , γ – деякі параметри перетворення.
Ці  функції  можуть  використовуватися  як  базисні, 
оскільки задовольняють необхідним вимогам (локалізації, 
допустимості, осциляції і обмеженості) [1,2]. 

Для  оцінки  частотно-селективних  властивостей 
базисних функцій (2-5) проведено аналіз їх амплитудно-
частотних характеристик.



Перетворення Фур‘є «розщепленої» функції Гауса (4) 
з урахуванням її непарності визначається таким чином:
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З урахуванням співвідношення 
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Модуль АЧХ 
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має екстремум в точці 
sextr
31,1≈ω .

Таким  чином,  значення  частоти  у  точці  екстремуму 
зменшується обернено пропорційно масштабному рівню 
ВП, що вказує на частотно-селективні властивості ВФ на 
основі «розщепленої» функції Гауса.

Аналогічно  проведено  аналіз  частотних-селективних 
властивостей базисних функцій (2)-(5). Значення частоти 
у  точці  екстремуму  для  всіх  функцій  визначається 
залежністю

s

k
extr =ω , (10)

де k –  деяка константа, що залежить від типу ВФ (табл.1). 

Таблиця 1: Частотно-селективні властивості ВФ
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Таким  чином,  ВФ  відрізняються  своїми  частотно-
селективними властивостями, що необхідно враховувати 

при  їх  виборі  для  реалізації  мультимасштабного 
контурного аналізу зображень.

3. Інтегральний розподіл енергії ВП за 
масштабами 

Для  локалізації  об'єктів  на  основі  контурного  аналізу 
застосовують  обробку  зображення  за  рядками 
(стовпцями),  що  дозволяє  обробляти  функцію 
інтенсивності як одномірний сигнал.  Слід відзначити, що 
існує  певний  клас  зображень,  в  яких  модель  окремого 
рядка  (стовпця)  може  представлятися  у  вигляді 
квазіперіодичної  послідовності  (наприклад,  зображення, 
що містять символьну інформацію) [5]:
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де   N – колькість прямокутних імпульсів послідовності;
1(t) – функція Хевісайда;
х0 – координата першого імпульсу;

Tkε  и iξ  – випадкові зміни періоду Т та тривалості  d 

імпульсу відповідно.
З  метою  спрощення  аналізу  будемо  вважати,  що 

імпульси  такої  квазіперіодичної  послідовності  мають 
одиничну амплітуду, постійний період Т і тривалість d.

Знайдемо  функцію  ІРЕМ  ВП  квазіперіодичного 

сигналу ( )tf  [3,4]
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Для  спрощення  аналітичних  викладок  подальший 

аналіз безперервного ВП  ( )sxWF , буде проводитись 

у  частотній  області,  використовуючи  Фур'є-образ

( )sFW ,ˆ ω . 

З  урахуванням  властивостей  перетворення  Фур'є 
вираз (1) має вигляд: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ),,ˆˆ,,ˆ sFstxfsFW ωψωψω ⋅=Φ⋅Φ=
де Φ  – оператор перетворення Фур'є, 

( ) ( )sF ,ˆ,ˆ ωψω   Фур'є-образи  функцій  ( )xf  і 

( )sx,ψ  відповідно. 

Функція  ІРЕМ  в  частотній  області  з  урахуванням 

Фур'є-образу  ( )sFW ,ˆ ω  вейвлет-перетворення 

( )sxWF ,  визначається в загальному випадку 
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Тоді з урахуванням парності підінтегрального виразу і 
характеру функції, яка описує послідовність прямокутних 
імпульсів, отримаємо 
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Можна отримати аналітичні вирази для функції ІРЕМ 

при конкретних значеннях N.
Для N = 1 (модель рядки з одним об'єктом): 
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При  узагальненні  отриманих  математичних  виразів 
при  різних  значеннях  довжин  послідовності  N  з 
урахуванням наступного позначення 
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отримана таблиця, що дозволяє представити ІРЕМ  ВП у 
вигляді 

∑= iiN IsE α)(  , 

де iα – деякі коефіцієнти.

Таблиця 2: Коефіцієнти функції ІРЕМ

∑α= iiN IsE )(

N І0 І1 І2 І3 І4

0α 1α 2α 3α 4α
1 1

2 2 2

3 3 4 2

4 4 6 4 2

5 5 8 6 4 2

Аналіз  отриманих  коефіцієнтів  дозволив  отримати 
математичний  опис  ІРЕМ  ВП  квазіперіодичних 
послідовностей  імпульсів,  що  мають  довжину  N,  у 
вигляді 

∑
−

=
−+=

1

1
0 )(2)(

N

i
iN IiNNIsE .

Отриманий  вираз  справедливий  для  дійсних 
симетричних  непарних  вейвлет-функцій.  Знайдені 
аналітичні вирази для ІРЕМ основних ВФ з урахуванням 

відносного масштабу 
T

s
z =  та коефіцієнта заповнення 

T

d
k = . 

4. Моделювання та аналіз одержаних 
результатів 

Проведено  комп’ютерне  моделювання  з 
використанням чисельних методів для розрахунку ІРЕМ 
(рис.  1).  Моделювання проводилось  для  моделі  рядка  з 
символами (N = 19). 

Аналіз ВП рядка символів (як при ВФ Гауса, так і ВФ 
Хаара)  показує,  що  на  низьких  масштабних  рівнях 
підкреслюються  перепади  інтенсивності  на  границях 
окремих символів (крива 1 – рис. 1, а та рис. 2, а), а на 
високих – перепади на границі  всього надпису у рядку 
(крива 2 – рис. 1, а та рис. 2, а). 

Виконано аналіз на екстремум отриманих аналітичних 

виразів для  ( )xf . Показано, що функція ІРЕМ носить 

багатоекстремальний  характер  для  ВФ  з  негладкими 
передавальними характеристиками, такими як ВФ Хаара, 
ГВП (рис. 1, г)  і одноекстремальний характер для ВФ з 
гладкими передавальними характеристиками, наприклад, 
ВФ Гауса (рис. 2, г). 

а)

б)
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г)

Рис.1: Результати  моделювання  НВП  Хаара:  ВП  для 
моделі рядка на двох масштабах (а), за усіма масштабами 
(б), залежність координат екстремумів (в) і вид ІРЕМ при 
k = 0.2 (г) 
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Рис.2: Результати моделювання ВП Гауса: ВП для моделі 
рядка на  двох  масштабах  (а),  за  усіма  масштабами (б), 
залежність координат екстремумів (в) і вид ІРЕМ при k = 
0.5 (г) 

У  першому випадку кількість  екстремумів  залежить 
від кількості імпульсів  N у послідовності та коефіцієнта 
заповнення.  Для  кожного  N існує  таке  максимальне 
значення, після якого екстремальність не спостерігається, 
ІРЕМ набуває монотонно зростаючого характеру.  Точка 
першого  максимуму  ІРЕМ  відповідає  резонансному 
масштабу  ВФ,  при  якому  підкреслюються  границі 
об'єктів  з  найбільшою  детальністю.  Координати 
подальших точок максимуму відповідають зміні ступеню 
підкреслення  границь  об'єктів  або  зміні  детальності. 
Точка останнього мінімуму на ІРЕМ відповідає масштабу 
sм ВФ, при якому послідовність сприймається як єдиний 
об'єкт, тобто підкреслюється границя усієї  послідовності. 
Функції  Гауса  мають  більш  сильні  згладжуючі 
властивості,  що  не  дозволяє  змінювати  ступінь 
підкреслення при зміні детальності аналізу. 

На  основі  встановленої  залежності  ІРЕМ 
запропонована  методика  формалізованого  вибору 
масштабного  рівня  ВП,  яка  може бути  застосована  при 
локалізації  символьної  інформації  (СІ)  на  зображенні. 
Вона полягає в наступному: 

–  проводиться  ВП вихідного  зображення  по  рядках 
(або стовпцями);

–  обчислюється  функція  ІРЕМ  ВП  і  проводиться  її 
аналіз: 
- по положенню першого максимуму ІРЕМ визначається 
потрібний  масштабний  рівень  ВП  ВФ  для  локалізації 
окремих символів СІ; 
-  по  положенню  останньої  точки  перегину  ІРЕМ 
визначається масштаб ВП для локалізації області СІ. 

5. Висновки

Запропоновані математичні моделі та методика дозволять 
обгрунтовано  вибирати  вид  вейвлет  функції  і 
автоматично  визначати  потрібний  масштаб, 
забезпечивши цілеспрямований вибір параметрів обробки 
при  знаходженні  просторових  властивостей  як  окремих 
об'єктів,  так  і  областей  при  інтерпретації  зображення  з 
метою отримання його абстрактного опису.
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