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Анотація 
Розглянуто результати досліджень оцінки найменших квадратів математичного сподівання 
періодично нестаціонарних випадкових процесів – математичної моделі стохастичних 
коливань. Проведено аналіз формул, що визначають статистичні характеристики оцінки. 
Наведено приклади аналізу типових процесів. 
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Abstract 
The investigation results of mean least square estimate for periodically nonstationary processes – 
mathematical model of stochastic oscillations – are considered. The formulas for estimate 
statistical characteristics are analyzed. The examples of typical processes analysis are shown. 
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ВСТУП 
 

Періодично нестаціонарні випадкові процеси 
(ПНВП) є математичною моделлю широкого кола 
фізичних явищ [1-4]. Врахування властивостей 
періодичної корельованості сигналів, що використо-
вуються в телекомунікації, телеметрії дозволяє більш  

 
 

ефективно вирішувати задачі їх аналізу, перeтворення 
та обробки. Досліджуючи, наприклад, сигнали вібрації, 
і проводячи їх аналіз, можна підвищити ефективність 
діагностики, в тому числі виявляти дефекти механізмів 
вже на ранніх стадіях їх розвитку [5, 6]. 



ВЛАСТИВОСТІ ОЦІНОК 
МЕТОДУ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ 

 

Математичне сподівання ПНВП ( ) ( )m t E tξ= , E  – 
оператор усереднення за густиною імовірності,  

а також кореляційна функція ( ) ( ) ( ),b t u E t t uξ ξ= + , 

( ) ( ) ( )t t m tξ ξ= − , є періодичними функціями часу 
t  і тому можуть бути подані у вигляді рядів Фур’є 
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де T  – період. Метою кореляційного статистичного 
аналізу є оцінювання за експериментальними даними 
функцій ( )m t  і ( ),b t u . Для такого оцінювання вико-
ристовують когерентний [7] і компонентний [8] 
методи. Компонентні оцінки визначаються через 
оцінки коефіцієнтів Фур’є відповідних характерис-
тик. Для визначення останніх може бути 
використаний метод найменших квадратів. 

Даний метод полягає на знаходженні таких 
значень цих величин, при яких мінімальними стають 
середньоквадратичні відхилення 
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Оскільки квадратичні форми, побудовані на 
основі других частинних похідних функціоналів 1F  і 

2F  є додатньо визначеними, то точки екстремумів, 
які знаходяться як розв’язки систем лінійних рівнянь 
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є точками мінімумів. Після обчислення похідних 
система рівнянь (4) набуває вигляду: 
 ˆ =Mm m , (5) 
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Розв’язок системи (5) визначає оцінки 
компонентів 1ˆ −=m M m . Якщо NTθ = , то 

0lk lk lkc s a= = = , 1k ≠ , а 1
2kk kkc s= = , 0kka = . 

Такими ж будуть і граничні значення цих 
величин при θ →∞ . Тоді матриця M  стає 
діагональною, а оцінки компонентів визначаються 
формулами 
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тобто співпадають з компонентними [9]. 

Оскільки обернена матриця 
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T
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[ ]TikA  – транспонована матриця алгебраїчних допов-

нень елементів ikm  матриці M , а M  – її визначник, 
то 
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Математичне сподівання оцінки (7) дорівнює 
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приходимо до висновку, що оцінки найменших 
квадратів компонентів 0m , c

km  і s
km  для довільних θ  

є незміщеними: ˆ c c
k kEm m= , ˆ s s

k kEm m= . З незміщеності 
оцінок 0m̂ , ˆ c

km  і ˆ s
km  випливає незміщеність оцінки 

математичного сподівання (2). 
Для знаходження дисперсії цієї статистики, 

враховуючи (7), подамо її у вигляді 
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де 
l rm mR  – кореляції між випадковими величинами 
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Ці величини прямують до нуля при θ →∞  і 
виконується гранична рівність 

 ( )lim , 0
u

b t u
→∞

= . (8) 

Остання є достатньою умовою слушності оцінки 
найменших квадратів математичного сподівання 
ПКВП. 

 
ОЦІНКИ ХАРАКТЕРИСТИК 
МОДУЛЬОВАНИХ СИГНАЛІВ 

 

Конкретизуємо отримані результати для випадку, 
коли ( ) ( ) ( )0 0cos sinc st t t t tξ ξ ω ξ ω= + . Оцінки ˆ cm  і 
ˆ sm  знаходяться як точки мінімуму функціоналу 
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і є розв’язками системи лінійних рівнянь 
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Оцінку математичного сподівання подамо у 
вигляді 

 ( ) ( )
2

0

ˆ l l
l

m t m f t
=

= ∑ , (9) 

де 

 ( ) 0

1

1 0 2 0
1

cos sin ik t
l l l lk

k
f t A t A t C e ωω ω

=−

= + = ∑ . 

Очевидно, що 
 11 11A s= , 12 11A a= − , 21 11A a= − , 22 11A c= . 
Тоді дисперсія оцінки (9) найменших квадратів 
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Дисперсії випадкових величин 1m  і 2m  та їх 

кореляція визначаються співвідношеннями: 
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Враховуючи подання [9] та інтегруючи по t  
отримуємо залежності дисперсій оцінки найменших 
квадратів (10) і компонентної оцінки математичного 
сподівання від кореляційних компонентів сигналу  та 
довжин відрізка реалізації, що обробляється. На 
основі цих залежностей для заданих апроксимацій 
кореляційних компонентів можуть бути обчислені 
конкретні числові значення дисперсій і виконано їх 
порівняльний аналіз (рис. 1-2). 

 

 
Рис. 1. Дисперсії оцінки найменших квадратів (а) і 

компонентної оцінки (б) математичного сподівання від 
кореляційних компонентів сигналу і довжин відрізка 
реалізації θ ( 0.5cD = , 0.5sD = , 0.2sD = , 0.9cα = , 

0.9sα = , 0.9csα = , 20T = ). 
 

 
Рис. 2. Дисперсії оцінки найменших квадратів (а) і 

компонентної оцінки (б) математичного сподівання від 
кореляційних компонентів сигналу і довжин відрізка 
реалізації θ  ( 0.5cD = , 0.5sD = , 0.2sD = , 0.05cα = , 

0.05sα = , 0.02csα = , 20T = ). 
 

ВИСНОВОК 
 

Таким чином, оцінка математичного сподівання, 
що отримується за допомогою методу найменших 
квадратів, на відміну від компонентної оцінки, є 
незміщеною для довільних довжин відрізка 
реалізації θ . Це означає, що в цьому випадку 
відсутній ефект просочування. Дисперсія оцінки 
найменших квадратів в залежності від довжини θ  і 
типу сигналу може бути як більшою, так і меншою 
від дисперсії компонентної. Конкретні її значення 
можуть бути обчисленні на основі виведених формул 
для заданих апроксимаційних виразів кореляційних 
компонентів сигналу. 

Наведені властивості оцінки найменших квадратів 
є особливо важливими при обробці реалізації, 
довжина яких містить мале число періодів сигналу. 
Статистичні характеристики оцінок збігаються, якщо 
θ →∞ . Зауважимо, що подібні властивості має 
оцінка кореляційної функції (3) у випадку, коли 
оцінка кореляційних компонентів знаходяться як 
розв’язки системи лінійних рівнянь (5). 
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