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Abstract
В данiй роботi розглядаються оцiнки ймовiрностi
коректної роботи статистичних алгоритмiв розпi-
знавання типу kNN. Визначено оцiнки верхньої та
нижньої межi ймовiрностi розпiзнавання, викори-
стовуючи нерiвнiсть Гауса i властивостi нормаль-
ного закону розподiлу. Можливiсть застосування
нерiвностi Гауса обумовлена специфiкою розподi-
лу вiдстаней мiж об’єктами при використаннi рi-
зного роду метрик. На основi непараметрично оцi-
нених розподiлiв вiдстаней мiж образами в межах
кожного з класiв запропоновано модель класифi-
катора, що може працювати навiть в умовах ну-
льових вiдстаней мiж об’єктами.

1. Вступ
На сьогоднiшнiй день методи оцiнки ймовiрно-
стi правильного розпiзнавання базуються на ал-
горитмах ковзаючого контролю (cross validation)
[1]. Однак такi алгоритми ковзаючого контролю,
як виключення по одному та ряд iнших, вимага-
ють великої кiлькостi обчислень i комбiнаторних
перегрупувань вибiрки. Тому потрiбно розробити
пiдходи щодо побудови верхнiх оцiнок для зна-
чно меншої кiлькостi комбiнаторних перегрупу-
вань. Це можливо зробити тому, що навчаючi данi
практично завжди мiстять надлишок iнформацiї,
який проявляється в її частковому дублюваннi. З
точки зору перенавчання побудова верхнiх оцiнок
означає, що перед алгоритмом класифiкацiї по-
ставлено найбiльш складну задачу (подано най-
бiльш складну з точки зору класифiкацiї вибiр-
ку), яка включає в себе довiльнi бiльш простi. Тоб-
то, верхнi оцiнки ймовiрностi правильного розпi-
знавання моделюють класифiкацiю найбiльш не-
зручних об’єктiв навчаючої вибiрки. Якщо ймо-
вiрнiсть того, що знайдуться бiльш несприятливi
об’єкти на контрольнiй вибiрцi мала, то доцiль-
но говорити про те, що доповнення до цiєї ймо-
вiрностi визначатиме надiйнiсть оцiнок. Поряд з
тим, що будуються верхнi оцiнки для всiєї вибiр-
ки або для сукупностi пiдвибiрок, також оцiню-
ється зверху ймовiрнiсна стiйкiсть покриття ко-

жного об’єкта зокрема. Таким чином отримується
точнiша повна оцiнка зверху для ймовiрностi пра-
вильного розпiзнавання.

З iншого боку, якщо проводити непараметри-
чне оцiнювання розподiлу вектору вiдстаней вiд
тестового об’єкта до об’єктiв навчаючої вибiрки,
то звичайний kNN алгоритм набуває властиво-
стей зваженого kNN алгоритму та оптимальних
властивостей баєсiвського алгоритму. Вага впли-
ву кожного об’єкта на результати класифiкацiї ви-
значається через ядернi функцiї, за допомогою
яких робиться непараметричне оцiнювання. Не-
перервнi розподiли, отриманi непараметричним
оцiнюванням, повнiстю вiдповiдають баєсiвськiй
моделi класифiкатора. Якщо в баєсiвських мо-
делях використовувати однопороговий критерiй
Неймана-Пiрсона чи Зiгерта [2, 3], то це вiдповiдає
моделi класифiкатора з використанням лiнiйних
гiперплощин. Якщо ж використати два пороги, як
у статистичнiй моделi Вальда [4], то це вiдповiдає
лiнiйному алгоритму опорних векторiв, вiдомому
у зарубiжнiй лiтературi як SVM (Support Vector
Machine)[5]. Таким чином, як бачимо, всi основнi
моделi класифiкацiї є частковими випадками уза-
гальненої моделi метричного класифiкатора.

Якщо розглядати критерiї оптимiзацiї оцiнок
якостi i достовiрностi роботи класифiкаторiв, то
тут можливi два пiдходи. Один пiдхiд передбачає
максимiзацiю математичного сподiвання оцiнки,
а другий–мiнiмiзацiю її дисперсiї. Пропонується в
якостi критерiю використати вiдношення матема-
тичного сподiвання оцiнки до її дисперсiї. В [6]
такi вiдношення названi z–параметрами.

2. Побудова оцiнок ймовiрностi коректної
роботи алгоритмiв типу kNN

Якiсть роботи класифiкаторiв, що будуються на
основi рангового голосування та з використа-
нням роздiлювальних гiперплощин (R моделей
[7]) прийнято характеризувати через поняття вiд-
ступу (margin), що представляє вiдстань об’єкта
вiд роздiлювальної гiперплощини. Чим бiльший
вiдступ, тим кращим вважається класифiкатор.



Однак, якщо всi об’єкти або переважна їх бiль-
шiсть мають приблизно однаковий вiдступ i гру-
пуються один бiля одного, то в цьому випадку рiз-
ко падає їх iнформативнiсть. Це означає, що за-
мiсть всiх об’єктiв можна залишити один або де-
кiлька, що використовуються для навчання. Та-
кий пiдхiд породжує одну з головних причин, що
обумовлюють ефект перенавчання. Однобiчне на-
лаштування алгоритма на основi близької за сут-
тю навчаючої iнформацiї призводить до того, що
на контрольнiй вибiрцi вiн може часто помиля-
тись, навiть якщо не помилявся на навчаючiй ви-
бiрцi. Дiйсно, ймовiрнiсть того, що в умовах на-
вчаючої вибiрки зустрiнеться така ж ситуацiя, є
близькою до нуля. Тому для навчання прийня-
то використовувати несхожi i "важкi"для алго-
ритму об’єкти з малими значеннями вiдступу. Ця
iдея використана, зокрема, у методi опорних ве-
кторiв (Support Vector Machine) або методi зваже-
ного голосування. Застосуємо узагальнений пiд-
хiд для характеристики класифiкаторiв на осно-
вi поняття вiдступу. Результатом роботи метри-
чних класифiкаторiв є ранжованi данi (посорто-
ванi за ступенем подiбностi до тестового об’єкти
бази даних). Для таких класифiкаторiв поняття
вiдступу представляється наступним чином. Вво-
диться еквiвалентна до класичного вiдступу ха-
рактеристика, яка для даного об’єкта може бу-
ти представлена як вiдносна вiдстань мiж його
вiдстанями вiд тестового об’єкта та вiд усередне-
ного об’єкта бази даних або останнього об’єкта
з однорiдної (стратегiчної)[8] послiдовностi "сво-
їх"об’єктiв. Передбачається, що хоча б частина
"своїх"об’єктiв розташовуються на початку спи-
ску можливих претендентiв. Таким чином, гаран-
тується коректнiсть даного означення. Для бiльш
строгого означення даної характеристики потрi-
бно ввести поняття розподiлу вiдстаней мiж об’-
єктами. Оскiльки значення вiдстаней може бути
довiльним за абсолютною величиною, то проце-
дура непараметричного оцiнювання розподiлу не-
усiченими ядерними функцiями буде коректною.

Нехай непараметрично оцiнена густина розпо-
дiлу вiдстаней мiж об’єктами, заданих векторами
x та y: p(x), x → d(x,y). Згiдно з нерiвнiстю Чеби-
шева [3] ймовiрнiсть того, що знайдеться вiдстань,
яка перевищить деяке порогове значення вiдста-
ней θ, рiвна

∫
|x|≥θ

p(x)dx ≤ σ2

θ2 .

Розглянемо випадок рiвностi математичного
сподiвання та моди розподiлу p(x). Верхня межа
одномодального розподiлу з модою µ = 0 за допо-
могою нерiвностi Гауса[9] представляється у ви-
глядi:

P (|x− µ| ≥ λτ) ≤ 4
9λ2

, (1)

де τ2 ≡ σ2 + (µ− µ0)
2.

Нехай µ = µ0 = 0 i τ ≡ σ. Тодi порiг θ = λτ =
λσ, а λ = θ

σ . Отже, нерiвнiсть Гауса для порогу θ
може бути представлена у виглядi:∫

|x|≥θ

p(x)dx ≤ 4σ2

9θ2
(2)

Таким чином, згiдно з нерiвнiстю Гауса для
одномодальних розподiлiв з модою, рiвною мате-
матичному сподiванню, оцiнка є в 2.25 разiв кра-
щою за ту, яка отримується за допомогою нерiвно-
стi Чебишева. Це є максимально хороша оцiнка за
умови, що невiдомий конкретний вид розподiлу, а
вiдомi лише певнi його властивостi. Необхiдною i
достатньою умовою рiвностi моди математичному
сподiванню є симетричнiсть одномодального роз-
подiлу. Однак у загальному випадку реальний за-
кон розподiлу не є симетричним. При цьому мо-
жливi лiва або права асиметрiї функцiї густини
розподiлу ймовiрностей (ФГРЙ).

3. Нерiвностi для двох класiв розподiлiв
вiдстаней мiж об’єктами

Роздiлимо ФГРЙ на двi частини, а саме: части-
ну, що знаходиться справа та злiва вiд максиму-
ма. Якщо права частина ФГРЙ бiльша за лiву, то
вважається, що це права асиметрiя, а якщо нав-
паки, то лiва (рис.1,2). Розглянемо оцiнки за до-
помогою нерiвностi Гауса для обидвох випадкiв.
У випадку правої асиметрiї застосуємо наступний
прийом. Зробимо розподiл симетричним за лiвою
частиною, тобто лiву частину залишаємо незмiн-
ною та вiдображаємо її симетрично вiдносно ма-
ксимума замiсть вихiдної правої частини. Такий
прийом застосовано лише для оцiнювання еквiва-
лентної дисперсiї i з питаннями нормування роз-
подiлу до одиничної площi вiн не має нiчого спiль-
ного. Нехай деяка точка x0 належить лiвiй части-
нi розподiлу. Тодi еквiвалентна функцiя розподi-
лу ймовiрностей (ФРЙ) P (X < x0) для симетри-
чного випадку (в даному випадку функцiя нор-
мована до одиничної площi) буде завжди бiльшою
вiд вихiдного значення у кожнiй точцi лiвої части-
ни розподiлу. Вiдзначимо, що нас цiкавлять першi
об’єкти у списку можливих претендентiв, що вiд-
повiдають лiвiй частинi розподiлу. Тодi ФРЙ буде
верхньою оцiнкою для помилки розпiзнавання.

Проаналiзуємо отриманий результат. Факти-
чне зменшення площi пiд кривою ФГРЙ означає,
що на результати розпiзнавання i прийняття рi-
шення впливають не всi об’єкти, а лише їх части-



Рис. 1: Права асиметрiя в ФПРВ.

на, що вiдповiдає реальнiй ситуацiї. До того ж iн-
терес представляють вiдхилення вiдстаней влiво
вiд математичного сподiваяння при використан-
нi kNN класифiкаторiв з невеликими значеннями
k. Оскiльки оцiнка дисперсiї ФГРЙ для побудо-
ви оцiнки Гауса проводилась за лiвою частиною,
то очевидно, що ця оцiнка у випадку симетри-
чної ФГРЙ буде меншою за вихiдну, що робить її
бiльш точною. До того ж симетрiя дозволяє зро-
бити оцiнку Гауса максимально точною згiдно з
нерiвнiстю (2), а все разом дозволяє суттєво по-
кращити загальну верхню оцiнку.

Розглянемо ФГРЙ у випадку лiвої асиметрiї.
При цьому єдино можливим є лише симетричне
вiдображення лiвої частини у праву, оскiльки ли-
ше тодi можлива коректна верхня оцiнка. Тепер
дисперсiя симетричної ФГРЙ буде бiльшою, нiж
вихiдної, а єдиною перевагою такого перетворен-
ня буде симетричнiсть щойно отриманого закону
розподiлу. У даному випадку також немає необхi-
дностi у нормуваннi ФГРЙ при оцiнюваннi еквi-
валентної дисперсiї. Збiльшення площi пiд кри-
вою означає, що включенi додатковi об’єкти, якi
не приймають участi у розпiзнаваннi. Це погiр-
шує оцiнку Гауса, оскiльки збiльшується значення
оцiненої дисперсiї. Рiшення про те, яку оцiнку ви-
користовувати - з перетворенням симетрiї або по
вихiдному розподiлу необхiдно приймати, маючи
значення математичного сподiвання, моди та дис-
персiї обидвох розподiлiв. Проаналiзуємо зв’язок
оцiнки Гауса зi значенням ФРЙ P (X < x0). Пра-
ва частина ФГРЙ не представляє iнтересу, тому
якщо замiсть оцiнки Гауса взяти ФРЙ, то це бу-
де оцiнкою зверху по вiдношенню до самої оцiнки.
При цьому не мають значення анi вид асиметрiї,
анi сама асиметрiя в законi розподiлу взагалi. Тоб-
то, верхня оцiнка значеннями ФРЙ по вiдношен-

Рис. 2: Лiва асиметрiя в ФПРВ.

ню до оцiнки Гауса стосується як симетричних,
так i асиметричних законiв розподiлу. Таким чи-
ном, завищенiсть оцiнки Гауса по вiдношенню до
значень ФРЙ компенсується лише у випадку пра-
вої асиметрiї. У випадку лiвої асиметрiї ступiнь
компенсацiї залежить вiд спiввiдношення мiж зна-
ченням дисперсiї та рiзницi |µ− µ0|. Якщо ФГРЙ
не має чiтко вираженої структури (iснування ма-
ксимуму, симетрiя), тодi можна скористатися не-
параметричним оцiнюванням, в результатi якого
отримується неперервна ФГРЙ. Цю функцiю мо-
жна iнтегрувати та диференцiювати. З iншого бо-
ку, при збiльшеннi розмiру чужого класу та не-
змiнному розмiрi свого зменшується ймовiрнiсть
правильного розпiзнавання. Тому потрiбно по мо-
жливостi забезпечувати рiвнiсть розмiрiв класiв,
щоб не було перекосу в прiоритетах. Якщо ж цьо-
го не вдасться зробити, то при обчисленнi слiд
враховувати ймовiрнiсть появи об’єктiв того чи iн-
шого класу.

Оскiльки нормальна ФГРЙ характеризується
мiнiмальною помилкою класифiкацiї для даного
порогу θ i не перевищує 4σ2

9θ2 у випадку одном-
одальної симетричної ФГРЙ або ФГРЙ з правою
асиметрiєю, то двостороння нерiвнiсть для даної
помилки розпiзнавання ε може бути записана у
виглядi:

0.5(1− erf(
θ

σ
)) ≤ ε ≤ 4σ2

9θ2
, (3)

де µ = 0.
Проаналiзуємо можливу загальну форму по-

тенцiйно отримуваних ФГРЙ вiдстаней мiж об’-
єктами. Всi розподiли матимуть максимуми,
оскiльки функцiя ФГРЙ iснує на iнтервалi [0,∞),
а густина в околi 0 та для великих вiдстаней не мо-
же бути значною, тому що такi подiї малоймовiр-



нi. Права асиметрiя є набагато бiльш iмовiрною,
оскiльки розподiл вiдстаней обмежений з лiвого
боку нулем, а з правого боку вiн не має строгих
обмежень.

4. Оцiнки ймовiрностi класифiкацiї
алгоритмами kNN в умовах двох класiв

Розглянемо поширену задачу класифiкацiї в умо-
вах двох класiв. Позначимо розмiри класiв як s1

та s2. Тодi, якщо ймовiрнiсть замiщення об’єкта
з класу розмiром s1 у межах довiрчого iнтерва-
лу рiвна ε1, то ймовiрнiсть незамiщення об’єктiв
iз цього класу об’єктами з класу розмiром s2 рiв-
на (1− ε1)

s2 при умовi незалежностi об’єктiв [6].
Для iншого класу при вiдповiдних змiнах у позна-
ченнях ця ймовiрнiсть дорiвнюватиме (1− ε2)

s1 .
Якщо тепер ввести деякий вiртуальний клас i вва-
жати, що замiщення якогось об’єкта цього класу
об’єктами iз згаданих двох класiв є вiрогiдною по-
дiєю, то можна записати наступне рiвняння:

γ((1− ε1)
s2 + (1− ε2)

s1) = 1, (4)

звiдки множник пропорцiйностi γ знаходиться
тривiально. Часом зустрiчаються ситуацiї, коли
вiдстанi мiж об’єктами рiвнi 0. Нехай густини роз-
подiлiв у нульовiй точцi рiвнi p1(0) та p2(0). Оцiн-
ка спiввiдношення мiж iмовiрностями може бути
задана у виглядi p1(0)

s2

p2(0)
s1 або ln p1(0)

s2

p2(0)
s1 . При цьому

потрiбно зробити граничний перехiд вiд ФРЙ до
ФГРЙ, оскiльки вони пов’язанi мiж собою опера-
цiєю диференцiювання. Спiввiдношення ln p1(0)

s2

p2(0)
s1

(ln p2(0)
s1

p1(0)
s2 ) або в загальному ln p1(θ)s2

p2(θ)s1 (ln p2(θ)s1

p1(θ)s2 )
можна використати для побудови класифiкатора
виду

ln
p1(θ)

s2

p2(θ)
s1 > γ1;

ln
p1(θ)

s2

p2(θ)
s1 < γ1, (5)

або

ln
p2(θ)

s1

p1(θ)
s2 > γ2;

ln
p2(θ)

s1

p1(θ)
s2 < γ2, (6)

де значення ln p1(θ)s2

p2(θ)s1 = 0 або ln p2(θ)s1

p1(θ)s2 = 0 не
впливають на результати класифiкацiї i рiшення
може бути прийняте на користь довiльного класу.
У випадку непараметричного оцiнювання ймовiр-
нiсть такого значення практично рiвна 0.
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