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Анотацiя
Робота присвячена обчисленню положення точок
перетину проекцiй паралельних прямих (точок
сходу) на площинi зображення, отриманого за до-
помогою фотокамери. Знання точок сходу дозво-
ляє оцiнити поворот та внутрiшнi параметри ка-
мери, позбутись перспективних спотворень тощо,
тому їх знаходження є важливим у комп’ютерно-
му баченнi.
В роботi запропоновано постановку задачi об-

числення точок сходу як задачi самонавчання та
наведено ефективний алгоритм її розв’язання.
Експериментальна перевiрка запропонова-

ного методу здiйснювалась на зображеннях
житлових кварталiв, що використовуються в
iнтерактивнiй картографiчнiй iнтернет-системi
www.Mappy.com.

Abstract
This paper is dedicated to the estimation of the

parallel lines projections intersections (vanishing poi-
nts) on the image’s plane, obtained with the projecti-
ve camera. Vanishing points allow the estimation
of camera parameters, rectifying images and others
features, so their finding is important problem in
computer vision.
The task of vanishing points estimation is

formalized as an unsupervised learning problem and
an effective algorithm of it’s solving is propounded
in current paper.
Experimental testing of a propounded method

was implemented over the images of town quarters
which are used in interactive cartographic system
www.Mappy.com.

1. Вступ
Прямi, паралельнi у тривимiрному просторi, вза-
галi кажучи, перестають бути паралельними при
центральному їх проектуваннi на площину зобра-
ження (як це вiдбувається у традицiйних фотока-
мерах), i перетинаються в однiй точцi. Її прийнято
називатиточкою сходу (vanishing point). Прикла-
ди точок сходу наведено на Рис. 2, 3.

Точки сходу, що вiдповiдають вiдомим напрям-
кам в тривимiрному просторi, дозволяють оцiни-
ти поворот та внутрiшнi параметри камери [1],
ректифiкувати зображення, позбуваючись прое-
ктивних спотворень [1], та вирiшувати iншi при-
кладнi задачi машинного бачення.
Через свою важливiсть задача знаходження

точок сходу вже давно дослiджується в машин-
ному баченнi. Iснує значна кiлькiсть пiдходiв до
її розв’язання [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].
В роботi запропоновано нову формальну по-

становку i розв’язок задачi знаходження точок
сходу як задачi навчання без учителя. Вхiдними
даними для алгоритму самонавчання [9, гл. 6] є
вибiрка прямих, видiлених на зображеннi за допо-
могою перетворення Хафа [10]. Задача полягає у
роздiленнi представленої вибiрки на класи, кожен
з яких вiдповiдає пiдмножинi паралельних у три-
вимiрному просторi прямих, та оцiнцi координат
точок перетину (точок сходу) прямих, що входять
до кожного з класiв.
Другий роздiл присвячено постановцi задачi та

її розв’язанню, в третьому представлено експери-
ментальнi результати.

2. Постановка задачi знаходження
точок сходу як задачi самонавчання
Перший етап розв’язання задачi полягає у видi-
леннi певної множини прямих на вхiдному зобра-
женнi. Для цього було використано перетворен-
ня Хафа [10]. Перетворення Хафа дозволяє зна-
ходити параметрично заданi кривi на зображеннi,
зокрема прямi.
Пряма

x · cos θ + y · sin θ − ρ = 0 (1)

на площинi визначається кутом нахилу вiдно-
сно осi ординат θ та вiдстанню вiд початку коор-
динат до прямої ρ.
Результатом перетворення Хафа є множина

точок у просторi параметрiв (θ, ρ). Кожнiй точцi
приписано значення її iнтенсивностi, яке пропор-



цiйне кiлькостi точок на зображеннi, що належать
вiдповiднiй прямiй. Для оцiнки положення точок
сходу використовуються лише певна наперед за-
дана кiлькiсть точок з найбiльшими значеннями
iнтенсивностi. Iнтенсивнiсть приймає цiлi значен-
ня i для спрощення запису формул ми замiнимо
кожну точку iнтенсивнiстю I на I точок одини-
чної iнтенсивностi.
Вважатимемо, що кожна пряма на зображеннi

належить до одного з m класiв. Множину кла-
сiв позначимо K = k1, k2, . . . , km. Кожен з класiв
ki, i = 1, . . . , m−1, мiстить прямi, що вiдповiдають
однiй, певнiй точцi сходу. До класу km належать
всi iншi прямi.
Якби розбиття прямих на класи було вiдоме,

то знаходження точок сходу, що вiдповiдають ко-
жному з класiв, могло би бути здiйснене за допо-
могою методу найменших квадратiв [5]. Формаль-
ну постановку задачi розбиття прямих на класи i
оцiнки точок сходу за ними наведено у наступно-
му пiдроздiлi.

2.1. Постановка задачi розбиття прямих на
класи та оцiнки точок сходу

НехайΩ— множина всiх можливих прямих на вхi-
дному зображеннi (точок в просторi перетворення
Хафа), а K — множина класiв прямих. На декар-
товому добутку Ω × K вважатимемо визначеним
з точнiстю до певних параметрiв розподiл ймовiр-
ностей pΩK . Величина
pΩK(ω, k; ak) = pK(k) · pΩ|k(ω; ak), ω ∈ Ω, k ∈ K
визначає спiльну ймовiрнiсть прямої ω i ї ї нале-
жностi до класу k в залежностi вiд значення пара-
метра ak. Величина pK(k) визначає апрiорну ймо-
вiрнiсть класу k, а pΩ|k(ω; ak) — ймовiрнiсть пря-
мої ω за умови її належностi до класу k. Нехай
ω1, ω2, . . . , ωn ∈ Ω — множина видiлених на зобра-
женнi прямих. Ймовiрнiсть цiєї сукупностi дорiв-
нює:

l(pK(k), ak|k ∈ K) =
n∏

i=1

∑

k∈K

pK(k) · pΩ|k(ωi; ak).

(2)
Сукупнiсть величинM = (pK(k), ak|k ∈ K) на-

зиватимемо моделлю.
Як буде показано далi, задача розбиття суку-

пностi ω1, ω2, . . . , ωn видiлених на зображеннi пря-
мих на класи та оцiнка вiдповiдних точок сходу
полягає в пошуку такої моделi M∗, що максимi-
зує ймовiрнiсть цiєї сукупностi прямих (2).

M∗ = arg max
M

(
n∏

i=1

∑

k∈K

pK(k) · pΩ|k(ωi; ak)) (3)

Вкажемо тепер, який вигляд має розподiл
pΩ|k(ω; ak).
Розглянемо довiльну сукупнiсть паралельних

прямих в тривимiрному просторi. У випадку, ко-
ли площина проектування камери не паралельна
їм, проекцiї прямих на цю площину перетинаю-
ться в однiй точцi — точцi сходу цих прямих. Вна-
слiдок впливу вiдомих факторiв (неточностi видi-
лення прямих на зображеннi, викривлень, зумов-
лених оптичною системою фотокамери тощо) цi
прямi не перетинаються в однiй точцi. Ми шука-
тимемо точку, сума квадратiв вiдстаней вiд якої
до всiх прямих сукупностi мiнiмальна. Вiдхилен-
ня (вiдстань, взята зi знаком) точки (x0, y0) вiд
прямої, що задається параметрами θ та ρ дорiв-
нює x0 · cos θ + y0 · sin θ−ρ. Вважатимемо розподiл
вiдхилення прямих сукупностi вiд точки сходу га-
усiвським. Таким чином, для класу k, що вiдпо-
вiдає точцi сходу (xk, yk), розподiл ймовiрностей
pΩ|k(ω; ak) набуває вигляду:

pΩ|k(ω; ak) =
1√

2πσk

· e−
(xk cos θ+yk sin θ−ρ)2

2σ2
k (4)

де σk — дисперсiя гаусiвського розподiлу, а
ak = (xk, yk, σk).
У випадку, коли площина проектування каме-

ри паралельна сукупностi паралельних у просто-
рi прямих, їх проекцiї на неї також паралельнi, а,
значить, задаються лише одним параметром— ку-
том нахилу θ. Мiркування, аналогiчнi щойно наве-
деним, приводять до гаусiвського розподiлу з ма-
тематичним сподiванням θk кута нахилу прямих
k-того класу:

pΩ|k(ω; ak) =
1√

2πσk

· e−
(θ−θk)2

2σ2
k (5)

де σk — дисперсiя гаусiвського розподiлу, а
ak = (θk, σk).
У цьому випадку ми казатимемо, що вiдповiд-

на точка сходу знаходиться на нескiнченностi.
Окрiм двох розглянутих класiв паралельних в

просторi прямих ми розглядатимемо також окре-
мий клас всiх iнших прямих, взагалi кажучи не
паралельних в тривимiрному просторi. До нього
будемо вiдносити всi тi прямi, якi не попали в пер-
шi m−1 класiв. Розподiл цих прямих вважатиме-
мо рiвномiрним на прямокутнику
{ (θ, ρ) | θmin < θ < θmax, ρmin < ρ < ρmax}:

pΩ|k(ω) =
1

(θmax − θmin) · (ρmax − ρmin)
(6)

Цей розподiл заданий повнiстю, i не залежить
вiд параметрiв.



При постановцi задачi пошуку моделi, що ма-
ксимiзує ймовiрнiсть (2) сукупностi ω1, ω2, . . . , ωn

видiлених на зображеннi прямих вважатимемо вi-
домими кiлькiсть класiв, що вiдповiдають скiнче-
ним (розподiл вигляду (4)) та нескiнченим (розпо-
дiл (5)) точкам сходу. Окремий клас прямих непа-
ралельних у тривимiрному просторi (розподiл (6))
завжди один.
Знаходження моделi (pK(k), ak|k ∈ K) означає

в тому числi i знаходження точок сходу, якi мiстя-
ться в параметрах ak|k ∈ K).

2.2. Розв’язок задачi розбиття прямих на
класи та оцiнки точок сходу

Для розв’язання задачi (3) було використано ал-
горитм самонавчання [9, гл. 6], вiдомий також як
EM алгоритм [11].
Цей алгоритм є iтеративним. Вiн починає ро-

боту з певної моделi M0 = (p0
K(k), a0

k|k ∈ K) i
на кожному кроцi t будує нову модель M t та для
кожної прямої ωi з навчальної сукупностi оцiнює
апостерiорнi ймовiрностi αt(i, k) належностi її до
кожного з класiв k ∈ K за формулами:

αt(i, k) =
pt

K(k) · pΩ|k(ωi; at
k)∑

k′∈K pt
K(k′) · pΩ|k′(ωi; at

k)
(7)

pt+1
K (k) =

∑n
i=1 αt(i, k)∑

k′∈K

∑n
i=1 αt(i, k′)

=
∑n

i=1 αt(i, k)
n

(8)

at+1
k = arg max

a

n∑

i=1

αt(i, k) · log pΩ|k(ωi; a), k ∈ K.

(9)
Величини αt(i, k) та pt+1

K (k) обчислюються без-
посередньо за формулами (7) та (8). Обчислення
формули (9) здiйснюється за методом найменших
квадратiв.
Про вказаний алгоритм вiдомо (див. [9, гл. 6]),

що: (i)вiн монотонно зменшує (не збiльшує) значе-
ння функцiї правдоподiбностi l(pt

K(k), at
k|k ∈ K)

(див. (2)) вхiдної сукупностi прямих; (ii)збiгається
в локальний мiнiмум, який залежить вiд початко-
вої моделi M0. Експериментальнi результати ви-
користання алгоритму та задання початкової мо-
делi M0 обговорюються в наступному роздiлi.

3. Експериментальнi результати
Запропонований метод було перевiрено на тесто-
вiй вибiрцi з 1005 зображень мiських кварталiв.
Приклади таких зображень та знайденi точки схо-
ду наведено на Рис. 1, 2, 3.

Зображення з тестової вибiрки можна подiли-
ти на два типи. На зображеннях першого типу
мiститься лише один фасад (одна площина). Йо-
му вiдповiдають двi точки сходу: „вертикальна“, в
якiй перетинаються лiнiї, перпендикулярнi до по-
верхнi землi, та „горизонтальна“, в якiй перети-
наються лiнiї, паралельнi земнiй поверхнi та пло-
щинi фасаду. Зображення другого типу мiстить
кiлька фасадiв, розташованих в рiзних площинах.
Кожнiй з площин вiдповiдає своя „горизонталь-
на“ точка сходу, вертикальна точка сходу для всiх
площин одна i та ж. Таким чином кiлькiсть точок
сходу бiльша за кiлькiсть фасадiв на зображеннi
на одиницю.
Всi тестовi зображення пов’язанi з базою да-

них, де вказано тип зображення. Окрiм цього, для
зображень першого типу в базi даних вказано роз-
ташування точки зйомки вiдносно площини фа-
саду, а саме вказано злiва, зправа чи по центру
вiдносно фасаду знаходилася камера. Для лiво-
го розташування камери горизонтальна точка схо-
ду є скiнченою i знаходиться справа (вiдповiдний
розподiл описується формулою (4)), як на Рис. 2,
для правого — злiва, при центральному розташу-
ваннi (Рис. 1) камери точка сходу є нескiнченою
(розподiл описується формулою (5)). Зображен-
ня другого типу, як правило, вiдповiдають куто-
вим будинкам, яким вiдповiдають три точки схо-
ду: злiва, справа та вгорi (див. Рис. 3). Кiлькiсть,
тип та початкове положення точок сходу обира-
лося згiдно з цiєю апрiорною iнформацiєю.
На зображеннях першого типу всi точки сходу

знаходилися правильно приблизно на 90% тесто-
вих зображень, на зображеннях другого типу —
близько 78%. Основнi помилки були зумовленi не-
достатньою кiлькiстю видiлених на фасадi лiнiй,
неправильним визначенням типу точки сходу та
вибором початкових умов.

Рис. 1: Результат роботи алгоритму при цен-
тральному розташуваннi камери (знайденi оби-
двi точки сходу, але показана лише точка сходу
на нескiнченностi).



Рис. 2: Результат роботи алгоритму для зобра-
ження першого типу, 1 — „вертикальна“, 2 —
„горизонтальна“ точки сходу.
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