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В роботi представлена повна завершена конце-
пцiя пiдходу, що дозволяє оцiнити вплив навчаю-
чої вибiрки на результати розпiзнавання при ви-
користаннi метричних класифiкаторiв. Таким чи-
ном вдається визначити, наскiльки розмiр навча-
ючої вибiрки впливає на параметри моделi алго-
ритмiв класифiкацiї. Отриманi результати будуть
використанi для бiльш точної та адекватної оцiн-
ки кiлькостi надлишкової iнформацiї, що мiсти-
ться у навчаючих даних, що дозволить зменши-
ти ефект перенавчання. У випадку систем роз-
пiзнавання, що використовують навчання розмiр
навчаючої вибiрки та її склад є основними пара-
метрами самого процесу навчання, а отже, вони
визначають основнi технiчнi характеристики си-
стеми.

1. Вступ

Як вiдомо, всi класифiкуючi алгоритми можуть
бути подiленi на три групи: алгоритми iз навча-
нням, iз самонавчанням та алгоритми, що не ви-
користовують навчання як такого. Найбiльш ва-
жливими серед цiєї групи є алгоритми, що ви-
користовують навчання. Цi алгоритми є об’єктом
дослiдження в рамках теорiї машинного навчання
(Theory of Machine Learning), яка доволi швидко i
успiшно розвивається на протязi останнiх десяти
рокiв [4]. В рамках цiєї теорiї розглядаються та-
кi важливi питання, як визначення оптимально-
го складу навчаючої вибiрки, питання навчання
класифiкаторiв та побудови оптимальної компо-
зицiї класифiкаторiв, що задовольняє певним умо-
вам, а також генерацiї та селекцiї найбiльш iн-
формативних ознак. Алгоритми, що дозволяють
певною мiрою вирiшувати цi питання носять на-
зви Bagging, Boosting та Random Space Method
(RSM). Аналiз цих алгоритмiв встановлює одну
спiльну їх рису, спрямовану на зменшення надли-
шковостi та неiнформативностi як у самих даних
(визначення найбiльш оптимального складу на-
вчаючої вибiрки та набору найбiльш iнформатив-

них ознак), так i надлишковостi (складностi) са-
мого апарату класифiкацiї, тобто, власне, самих
класифiкуючих алгоритмiв. Тому потрiбно споча-
тку визначити вплив навчаючих даних на про-
цес розпiзнавання з тим, щоб потiм провести ге-
нерування та селекцiю найбiльш iнформативних
ознак та налаштування параметрiв класифiкато-
ра таким чином, щоб мiнiмiзувати перенавчання
i досягти найбiльшого значення ймовiрностi пра-
вильного розпiзнавання.

2. Пiдходи щодо оцiнки якостi роботи
класифiкаторiв

Загалом якiсть роботи класифiкаторiв прийнято
характеризувати через поняття вiдступу (margin).
Вiдступ визначається як вiдстань об’єкта вiд роз-
дiлювальної гiперплощини. Чим бiльший вiдступ,
що забезпечується тим або iншим класифiкато-
ром, тим кращою вважається робота цього кла-
сифiкатора. Однак, якщо всi об’єкти або перева-
жна їх бiльшiсть мають приблизно однаково ве-
ликий вiдступ i групуються один бiля одного, то
в цьому випадку рiзко падає їх iнформативнiсть.
Це означає, що замiсть всiх об’єктiв можна за-
лишити один або декiлька, що використовуються
для навчання. На цьому прикладi показано одну
з основних причин, що обумовлюють ефект пе-
ренавчання. Однобiчне налаштування алгоритму
на основi близької за суттю навчаючої iнформа-
цiї призводить до того, що в реальних умовах ал-
горитм буде максимально часто помилятись, на-
вiть якщо вiн не мав помилок на навчаючiй вибiр-
цi. Дiйсно, ймовiрнiсть того, що нам зустрiнеться
така сама ситуацiя, яка була в умовах навчаю-
чої вибiрки, є близькою до нуля. Тому прийня-
то використовувати для навчання несхожi i "важ-
кi"для алгоритму об’єкти з малими значеннями
вiдступу. Ця iдея використана, наприклад, у ме-
тодi опорних векторiв (Support Vector Machine)
або методi зваженого голосування. Також вико-
ристовують узагальнений пiдхiд для характери-



стики класифiкаторiв на основi поняття вiдступу.
Результатом роботи метричних класифiкаторiв є
ранжованi данi (посортованi за ступенем подiбно-
стi до тестового об’єкта об’єкти бази даних). При
цьому для таких класифiкаторiв поняття вiдсту-
пу представляється по-iншому. Вводиться еквiва-
лентна до вiдступу характеристика, яка для да-
ного об’єкта може бути представлена, як вiдно-
сна вiдстань мiж його вiдстанню вiд тестового
об’єкта та аналогiчною вiдстанню вiд усереднено-
го об’єкта бази даних або до останнього об’єкта
з однорiдної (стратегiчної)[1] послiдовностi своїх
об’єктiв. Передбачається, що хоча б частина своїх
об’єктiв розташовуються на початку списку мо-
жливих претендентiв. Таким чином, гарантується
коректнiсть даного означення.

2.1. Аналiз процесу класифiкацiї при використан-
нi метричних класифiкаторiв

Пiд метричним класифiкатором розумiють вiд-
ображення виду

a(u;X�) = arg max
y∈Y

�∑
i=1

[yi,u = y]w(i, u)

︸ ︷︷ ︸
Γy(u,X�)

.

Для такого класифiкатора його робота обумов-
люється тим, що рiшення про клас приймається
на основi максимальної сумарної ваги Γy(u) ≡
Γy(u,X�). Ще одною перевагою метричних кла-
сифiкаторiв, крiм їх простоти, на нашу думку, є
те, що рiшення, прийняте цими класифiкаторами
не залежить вiд порогу. Сама задача вибору поро-
гу є трудомiсткою, складною i вимагає численних
тренувань на основi достатньо великої навчаючої
вибiрки. Разом з тим метричнi класифiкатори ма-
ють достатню кiлькiсть ступенiв свободи для їх
налаштування i вони є, як правило, бiльш стiй-
кими до впливу зовнiшнiх факторiв за рахунок їх
iнтегрального характеру, нiж пороговi класифiка-
тори.
Серед метричних класифiкаторiв за ступенем

збiльшення складностi можна вiдзначити насту-
пнi

• w(i, u) = [i = 1] – алгоритм найближчого
сусiда;

• w(i, u) = [i ≤ k] – алгоритм k найближчих
сусiдiв;

• w(i, u) = [i ≤ k]qi – зважений алгоритм k
найближчих сусiдiв;

• w(i, u) = K
(

ρ(u,xi,u)
h

)
– парзеновське вiкно

фiксованої ширини;

• w(i, u) = K
(

ρ(u,xi,u)
ρ(u,xk+1,u)

)
– парзеновське вiкно

змiнної ширини;

• метод потенцiйних функцiй.
У випадку алгоритму найближчого сусiда k =

1. Для алгоритму k найближчих сусiдiв ваги рiвнi
1. Для випадку зваженого алгоритму k найближ-
чих сусiдiв, чим далi об’єкт знаходиться вiд по-
чатку списку можливих претендентiв, тим менша
його вага. Постає питання про вiдношення мiж ва-
гами двох сусiднiх об’єктiв ( wi

wi+1
) в списку можли-

вих претендентiв. Покажемо, що воно повинно бу-
ти в межах 1 ≤ wi

wi+1
≤ 2. При wi

wi+1
= 1 маємо

звичайний kNN алгоритм, при 1 < wi

wi+1
< 2 – зва-

жений kNN, а при wi

wi+1
≥ 2 – алгоритм найближ-

чого сусiда або 1NN. Якщо вага об’єкта пропор-
цiйна до ймовiрностi його незамiщення в списку
можливих претендентiв об’єктами iнших класiв,
то вiдбувається поєднання рангового голосування
та методу Парзена, що в рештi решт i предста-
ляється як вiконний метод Парзена. Основна iдея
методу вiкна Парзена, полягає в тому, що вага об’-
єкта задається не його рангом, а на основi функцiї
вiдстанi. При цьому вага об’єкта обчислюється з
використанням ядерних функцiй з постiйним або
змiнним вiкном hi, а центр ядра знаходиться в са-
мому класифiкованому об’єктi. Оскiльки у методi
Парзена ваги на об’єкти визначаються не рангом
а вiдстанями класифiкованого об’єкта вiд навчаю-
чих, то вiдносна вiдстань оцiнена за параметром
ẑ та функцiя розподiлу ймовiрностей P (ẑ), мiж
якими є однозначна вiдповiднiсть, повнiстю ви-
значають даний алгоритм. Якщо використовува-
ти в якостi ядра радiальну базисну функцiю, то
дисперсiя нормального розподiлу вiдстаней вiдi-
грає роль вiкна hi у класичному методi Парзена.
Перевага такого пiдходу порiвняно з класичним
полягає в тому, що розмiр вiкна автоматично за-
дається складом навчаючої вибiрки i "зашитий"в
параметрi ẑ, а також функцiї P (ẑ). Метод потен-
цiйних функцiй є модифiкацiєю алгоритму Парзе-
на, основна вiдмiннiсть якого полягає в тому, що
центр ядра знаходиться не в класифiкованому об’-
єктi, а в навчаючих, тобто використовується набiр
ядер з рiзними розмiрами вiкон hi. Передбачає-
ться, що ядра в обох методах є фiнiтнi, оскiльки в
протилежному випадку для класифiкацiї об’єкта
доведеться використовувати всю навчаючу вибiр-
ку. Оскiльки розподiл вiдстаней мiж класифiко-
ваним об’єктом i навчаючими є нормальним (або
в силу оптимальностi повинен таким бути [3]), то
обидва пiдходи (класичний i пропонований) є аб-
солютно еквiвалентнi вiдносно задачi класифiка-
цiї. Принципова вiдмiннiсть полягає в тому, що
параметри ядер в пропонованому пiдходi визна-



чаються на основi навчаючої вибiрки, а також є
функцiями процесу вiдбору ознак, способом об-
числення вiдстаней тощо.

3. Формалiзацiя задачi
Нехай X – простiр об’єктiв; Y – множина iмен
класiв, y∗ : X → Y – цiльова функцiя, значення
якої вiдомi лише на об’єктах скiнченої навчаючої
вибiрки X� = (xi, yi)�

i=1 ⊂ X × Y , yi = y∗(xi) [5].
У базi даних iснують класи еталонiв Ci, i = 1, n,
причому si = |Ci| – розмiри класiв. Передбача-
ється, що розмiри si всiх класiв однаковi i рiв-
нi s. Оскiльки iснує вибiрка контрольних образiв
U , що подаються на розпiзнавання, то загальна
кiлькiсть образiв, що приймають участь у про-
цесi розпiзнавання, дорiвнюватиме ns + |U |. Не-
хай оцiнена частота помилок алгоритму класифi-
кацiї a = µ(X�) на навчаючiй вибiрцi X� ⊆ XL:
ν(a, U) = 1

|U |
∑

x∈U [a(U) �= y∗(U)]. Задача полягає
в оцiнюваннi величини

ν̃(ã, U) =
1
|U |

∑
x∈U

[ã(U) �= y∗(U)] (1)

при пониженнi розмiрностi Ci класiв-еталонiв, де
ã = µ(X �̃) – алгоритм, побудований на основi ви-
бiрки розмiру �̃.
В якостi алгоритму класифiкацiї використаємо

алгоритм kNN. При такiй загальнiй постановцi за-
дачi найбiльш придатним пiдходом до її вирiшен-
ня є комбiнаторний пiдхiд. Очевидно, що в кожно-
му конкретному випадку пониження навчаючої
вибiрки на основi класiв-еталонiв буде проводи-
тись не обов’язково оптимальним чином, однак за-
гальна статистика всiх можливих понижень кла-
сiв та результатiв таких понижень має дати вiд-
повiдь на питання про зменшення iнформацiйного
опису класiв на основi еталонних об’єктiв у цiло-
му.

4. Суть iмовiрнiсно-комбiнаторного
пiдходу

Основна суть поєднання двох пiдходiв полягає в
тому, щоб досягнути бiльшої точностi i коректно-
стi у побудовi оцiнок ймовiрностi розпiзнавання
при зменшеннi розмiру навчаючих даних. Оцiнки
ймовiрностi правильного розпiзнавання для ма-
лих вибiрок розглянутi в [2].
Представимо результати розпiзнавання у ви-

глядi двiйкової послiдовностi посортованих за мi-
нiмумом вiдстанi об’єктiв, де 1 ставиться у вiдпо-
вiднiсть образам, якi пiдтримують успiшне розпi-
знавання, а 0 - образам, якi заважають успiшному
розпiзнаванню. Приклад такої послiдовностi по-
даний на рис.1. Розглянемо випадокENT (k

2 )+1 ≤

s∗. Визначимо ймовiрностi того, що серед послi-
довностi образiв свого класу даної довжини бу-
дуть вибранi комбiнаторним способом s∗ образiв.
Такi ймовiрностi носять довiрчий характер i хара-
ктеризують ступiнь накриття нестиснутого класу
послiдовнiстю з |⋃i �i| образiв, серед яких виби-
рається s∗. Крiм них, знайдемо також iмовiрностi
того, що не будуть вибранi вiдповiдним способом
певнi образи з чужих класiв. Ймовiрнiсть коре-
ктної роботи kNN класифiкатора є добутком цих
iмовiрностей. Визначимо ймовiрнiсть помилкової
класифiкацiї, обумовленої образами з чужих кла-
сiв:

qj =
1

Cs∗
s

s∗∑
j=ENT ( k

2 )+1

Cj
|⋃ i,j mi+j−1|C

s∗−j
s−|⋃ i,j mi+j−1|;

(2)

|
⋃
i,j

mi+j−1| > ENT (
k

2
) + 1.

Обчислимо довiрчу ймовiрнiсть для довiльної
послiдовностi з образiв свого класу:

Pqj
=

1
Cs∗

s

s∗∑
j=ENT ( k

2 )+1

Cj
|⋃ i �i|C

s∗−j
s−|⋃ i �i|. (3)

Ймовiрнiсть правильного розпiзнавання при
застосуваннi kNN класифiкатора визначається
добутком iмовiрностi (3) та доповнення до ймо-
вiрностi (2):

Pi = P (qi)(1 − qi) =

=
1

Cs∗
s

s∗∑
j=ENT ( k

2 )+1

Cj
|⋃ i �i|C

s∗−j
s−|⋃ i �i|− (4)

− 1
(Cs∗

s )2
( s∗∑

j=ENT ( k
2 )+1

Cj
|⋃ i �i|C

s∗−j
s−|⋃ i �i|

)

( s∗∑
j=ENT ( k

2 )+1

Cj
|⋃ i mi|C

s∗−j
s−|⋃ i mi|

)
.

Роль iмовiрнiсної частини в комбнаторно-
ймовiрнiсному пiдходi полягає у тому, що необхi-
дно обчислити ймовiрнiсть iснування однорiдних
послiдовностей виду {0} або {1}.Обчислення ймо-
вiрностi iснування послiдовностей змiшаного ти-
пу не має сенсу, оскiльки для великих розмiрiв
послiдовностей вона оберненопропорцiйна до ве-
личини 2|�+m|, де | � + m | – розмiр послiдовностi.
Ймовiрнiсть iснування однорiдної послiдовностi з



образiв свого класу {1} обчислюється на осно-
вi ймовiрностi замiщення останнього образа сво-
го класу у цiй послiдовностi. Тобто розмiр одно-
рiдної послiдовностi вказаного виду визначається
найбiльш "слабким"образом. Отже, потрiбно об-
числити ймовiрнiсть iснування заданого розмiру
послiдовностi образiв свого класу або для зада-
ного рiвня ймовiрностi обчислити максимальний
розмiр послiдовностi, який забезпечить цю ймо-
вiрнiсть. Для двiйкової послiдовностi сума ваг мо-
лодших розрядiв завжди на 1 менша за насту-
пний старший розряд. Тобто замiщення довiльно-
го образа свого класу у списку еквiвалентне по-
черговому замiщенню усiх попереднiх. Мiнiмаль-
ний цiлий порядок системи числення, що володiє
цiєю властивiстю, рiвний 2. Отже потрiбно обчи-
слити ваги положень образiв свого класу i порiв-
няти їх з двiйковими розрядами. Таке представле-
ння дозволяє спростити обчислення ймовiрностi
замiщення образiв послiдовностей зi своїх класiв
образами з чужих класiв. З iншого боку, довiльнi
ваги можна виразити через показник степенi 2, що
також спрощує представлення i обчислення цих
iмовiрностей. Таким чином, ймовiрнiсть iснуван-
ня однорiдної послiдовностi з образiв свого кла-
су обчислюється на основi розподiлу вiдстаней i є
функцiєю вiд параметрiв алгоритму. Приймається
така послiдовнiсть, для якої ймовiрнiсть її iснува-
ння є достатньою. А далi застосовується комбi-
наторний пiдхiд, який дозволяє обчислити ефект
впливу пониження розмiру класiв на ймовiрнiсть
розпiзнавання. Оскiльки ймовiрнiсна частина да-
ного пiдходу визначається параметрами алгори-
тму розпiзнавання, то поєднання ймовiрнiсної та
комбiнаторної частини дозволяє бiльш точно опи-
сати ефект вiд пониження кiлькостi навчаючих
даних. Наприкiнець покроково розглянемо при-
клад швидкого обчислення ймовiрностi замiщен-
ня свого образу з послiдовностi, де спiввiдноше-
ння мiж вагами об’єктiв є цiла степiнь числа 2.
Отже, наприклад, ваги задаються наступним чи-
ном: w = {29, 26, 24, 23, 22, 21, 20}. Як вiдомо, ймо-
вiрнiсть замiщення свого об’єкта з послiдовностi
чужим об’єктом, коли вiдомо, що замiщення вiд-
булося, оберненопропорцiйна до ваг цих об’єктiв.
Знайдемо ймовiрнiсть замiщення об’єкта з вагою
29 порiвняно з вагою 26. Оскiльки невiдомо, за-
мiщення якого об’єкта вiдбулося, то сумарна вага
того, що це не будуть об’єкти з вагою 26 i нижче
дорiвнюватиме: 26 +24 +23 +22 +21 +20. У долях
ваги 26 це з точнiстю до 1 рiвне 26 ∗ (1 + 0.5) =
1.5 ∗ 26. У випадку великих послiдовностей ця 1
мало впливає на точнiсть. Спiввiдношення мiж 29

та 26 рiвне 8. У випадку повної групи подiй отри-
маємо 8λ + 1.5λ = 1, звiдки коефiцiєнт пропор-
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Рис. 1: Результати розпiзнавання у виглядi двiй-
кової послiдовностi (kNN випадок)

цiйностi λ приблизно рiвний 0.11. Таким чином,
ймовiрнiсть незамiщення об’єкта з вагою 29 рiв-
на 8 ∗ 0.11 = 0.88, а об’єкта з вагою 26 вiдповiдно
1−0.88 = 0.12. Оскiльки у нашому випадку точно
вiдомо, що замiщення вiдбулося, а останнiй об’-
єкт має вагу 1, то поправка на точнiсть, рiвна 1,
вносить потрiбну корекцiю.

5. Висновки
На основi проведених дослiджень можна вiдзна-
чити, що поєднання ймовiрнiсного та комбiнатор-
ного пiдходiв дає можливiсть отримати бiльш ко-
ректнi оцiнки (що пов’язано також iз їх точнiстю)
ймовiрностi правильного розпiзнавання за логi-
кою їх побудови при скороченнi розмiру навчаю-
чої вибiрки, нiж використання лише комбiнатор-
ного пiдходу.
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