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Анотація 

Запропоновано загальний алгоритм побудови оператора 
двовимірного тренду ( , )Tr x y  для неперіодичної фінітної 

функції ( , ) ( )rf x y C D∈ , [ ] [ ], ,D a b c d= × , для якої її 

періодичне продовження ( , )f x y%  з періодом b a−  по 
змінній x  та d c−  по змінній y  може бути розривною 

функцією: 2( , ) ( )f x y C R∉% . Алгоритм використовує 
оператор поліноміальної інтерлінації функцій на чотирьох 
сторонах прямокутника D [1]. Пропонується також 
періодичну складову функції ( , )f x y , яка визначається 
рівністю ( , ) ( , ) ( , )v x y f x y Tr x y= − , наближувати 
операторами, що використовують експериментальні дані і 
є точними на тригонометричних поліномах заданого 
порядку. Це дозволяє підвищити ефективність обробки 
результатів експерименту. 

1. Вступ 

1.1. Постановка проблеми. 

Як відомо, неперіодичні функції 
( , ) ( )f x y C D∈ , [ ] [ ], ,D a b c d= ×  при періодичному їх 

продовжені на всю площину 2R  не зберігають 
неперервність. Це означає, що їх ряди Фур’є мають явище 
Гіббса. Тобто при збільшені порядку частинних сум Фур’є 
точність наближення в точках розриву прямує до 
величини, яка залежить від стрибків 

1( ) ( , 0) ( , 0) ,x f x c f x dδ = + − − 2( ) | ( 0, )y f a yδ = + −  

( 0, ) |f b y− − . Одним із ефективних методів боротьби з 
явищем Гіббса є метод, оснований на використанні 
процедури видалення тренду. Хай ( , ) ( )rf x y C D∈ , 

[ ] [ ], ,D a b c d= × . Позначимо через ( , )f x y%  її періодичне 

продовження з періодом b a−  по змінній x  та d c−  по 
змінній y : 

[ ]( , ) ( , ), ( , ) , ( ),f x y f x y x y D f x m b a y= ∈ + − =% %

[ ] 2, ( ) ( , ) ( , ) , ,f x y n d c f x y x y R m n Z= + − = ∀ ∈ ∈% % . Для 

функцій ( , )f x y , для яких 1 2( ) 0, ( ) 0x yδ δ≠ ≠ їх 

періодичне продовження ( , )f x y%  може бути розривною 

функцією: 2( , ) ( )f x y C R∉% . В даній роботі вперше 
ставиться задача відновлення таких функцій ( , )f x y  
сумами Фур’є або Хартлі (для дійсних функцій) з 
використанням тренду у вигляді відповідного оператора 
поліноміальної інтерлінації на сторонах D . Звертаємо 
увагу на те, що в деяких працях (напр. [2, С.173], [3, 

С.253]) для наближення функції ( )f x однієї змінної 
використовуються не повні тригонометричні поліноми 
порядку / 2 :N  

{ }/ 2
/ 2 / 2

( ) exp 2 , 1N q
N q N

T x A jqx jπ
− < ≤

= = −∑ . 

В [2, С.173] на конкретному прикладі показано, що не 
повні суми Фур’є не мають гарних апроксимативних 
властивостей. Відмітимо також, що відомі алгоритми 
побудови операторів наближення функцій за допомогою 
експериментальних даних, точні на тригонометричних 
поліномах заданного порядку, вимагають розв’язання 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) [4, С.425], 
розмірність якої дорівнює кількості коефіцієнтів 
тригонометричного полінома. Нами пропонується метод 
такої побудови операторів наближення функцій за 
допомогою експериментальних даних, точних на 
тригонометричних поліномах заданного порядку, який не 
вимагає розв’язання відповідної СЛАР. 

1.2. Аналіз літератури. 

В роботі [5, C.165] запропоновано метод побудови тренда 
та обґрунтована доцільність його використання в 
одновимірному випадку. В роботі [6, C.98] відзначено, що 
присутність в даних (одержаних шляхом технічних 
вимірювань) лінійного тренду може призвести до великих 
помилок при визначені щільності спектра потужності 
сигналів. Для обчислення одновимірного поліноміального 
тренду в роботі [6] використано метод найменших 
квадратів. Авторам не відомі дослідження, у яких 
пропонувався б загальний метод побудови тренда для 
функцій двох змінних.  

1.3. Метою роботи є 

1) побудова оператора обчислення тренду 
( , , , , , )Tr f x y a b c d  для фінітної неперіодичної функції 

( , ) ( ), 1,2,...rf x y C D r∈ = , [ ] [ ], ,D a b c d= ×  у вигляді 
оператора поліноміальної інтерлінації Лагранжа та 
оператора поліноміальної інтерлінації Ерміта функцій 
двох змінних на сторонах D ; 

2) розробка і дослідження методу відновлення ( , )f x y  у 
вигляді суми тренду і операторів Фур’є або Хартлі для 
різниці ( , ) ( , , , , , )f x y Tr f x y a b c d− ; 

3) застосування до цієї різниці, яка є періодичною 
функцією, методу побудови операторів, точних на 
тригонометричних поліномах заданного порядку [7]- [9]. 



2. Оператор двовимірного тренду на основі 
інтерлінації функцій 

2.1. Алгоритм побудови оператора двовимірного 
тренду на основі ітерлінації функцій 

2.1.1. Побудова двовимірного тренду з використанням 
поліноміальної інтерлінації Лагранжа 

Розглянемо частинний випадок побудови тренда, який 
використовує лише сліди ( , )f x y  на границі D . 

Зобразимо фінітну функцію ( , )f x y , supp ( , )f x y D=  у 

вигляді: ( , ) ( , , , , , ) ( , )f x y Tr f x y a b c d v x y= + , де функція 

( ),v x y визначається ( , ) ( , ) ( , , , , , )v x y f x y Tr f x y a b c d= − , а 
двовимірний тренд будуємо у вигляді оператора 
поліноміальної інтерлінації функцій [1, С.167]: 

( , , , , , ) ( , ) ( , )
x b x a

Tr f x y a b c d f a y f b y
a b b a

− −= + +
− −

 

( , ) ( , )
y d y c

f x c f x d
c d d c

− −+ + −
− −

 

2,0 2,0( , ) ( , )
x b x a

O f a y O f b y
a b b a

− −   − −   − −
, 

2,0 ( , ) ( , ) ( , )
y d y c

O f x y f x c f x d
c d d c

− −= +
− −

  

Оператор ( , , , , , ) ( ) ( , ) ( )Tr f x y a b c d C D f x y C D∈ ∀ ∈  і 
має властивості: 

( , , , , , ) ( , )x aTr f x y a b c d f a y= = , 

( , , , , , ) ( , )x bTr f x y a b c d f b y= = , 

( , , , , , ) ( , )y cTr f x y a b c d f x c= = , 

( , , , , , ) ( , )y dTr f x y a b c d f x d= = .  (1) 

Зауважимо, що для побудови оператора поліноміальної 
інтерлінації граничні сліди функції ( , )f x y  повинні у 

кутових точках D задовольняти умови стикування: 

( , ) ( , ) ( , )y c x af a y f x c f a c= == = , 

( , ) ( , ) ( , )y c x bf b y f x c f b c= == = , 

( , ) ( , ) ( , )y d x af a y f x d f a d= == = , 

( , ) ( , ) ( , )y d x bf b y f x d f b d= == = . 

Ці умови автоматично виконуються лише, якщо 

( , ) ( ), 0rf x y C D r∈ ≥ . При цьому функція ( , )v x y  буде 
мати властивості: 

( , ) 0; ( , ) 0x a x bv x y v x y= =≡ ≡ ; 

( , ) 0; ( , ) 0
y c y d

v x y v x y= =≡ ≡ ; (2) 

Позначимо через ( , )v x y%  її періодичне продовження з 
періодом b a−  по змінній x  та d c−  по змінній y : 

( , ) ( , ), ( , )v x y v x y x y D= ∈% : 

[ ] [ ]( ), , ( )v x m b a y v x y n d c+ − = + − =% %  

2( , ) ( , ) ; , Zv x y x y R m n= ∀ ∈ ∈% . 

Для функцій ( , )v x y з властивостями (2), їх періодичне 
продовження ( , )v x y%  є неперервною 

функцією: 2  v( , ) ( )x y C R∈% . Тобто для ( , )v x y  з 
властивостями (2) при її розкладі у двовимірний ряд Фур’є 
або Хартлі явище Гіббса буде відсутнє.  

2.1.2. Побудова двовимірного тренду з використанням 
поліноміальної інтерлінації Ерміта 

 
Для розгляду загального випадку припустимо, що 

( , ) ( ) , 0rf x y C D r∈ ≥ . Введемо базисні поліноми 

, ( ), 0,1; 0,k pe t k p r= =  степеня 2 1r +  поліноміальної 
двоточкової інтерполяції Ерміта [1, с.163] з 
властивостями: 

{ }( )
, ,, ( ) ; , 0,1 ; , 0,j

k q p jk pe q k q p j rδ δ= ∈ ∈ . Введемо також 

двоточкові поліноми Ерміта 1, ( , )rO f x y та 

2, ( , )rO f x y за змінними x  та y  відповідно: 

1
( ,0)

1,
0 0

( , ) [ ( ), ]
r

p
r

k p

O f x y f a k b a y
= =

= + − ×∑ ∑  

, ( ) p
k p

x a
e b a

b a

 −× − − 
; 

1
(0, )

2,
0 0

( , ) [ , ( ) ]
r

j
r

m j

O f x y f x c m d c
= =

= + − ×∑ ∑  

, ( ) j
m j

y c
e d c

d c

 −× − − 
. 

За допомогою цих операторів побудуємо для функції 
( , )f x y  оператор поліноміальної інтерлінації Ерміта: 

1,2, 1, 2, 1, 2,( , ) ( ) ( , )r r r r rO f x y O O O O f x y= + − , де 

[
1 1

( , )
1, 2,

0 0 0 0

( , ) ( ),
r r

p j
r r

k m p j

O O f x y f a k b a c
= = = =

= + − +∑ ∑ ∑ ∑

, ,( ) ( ) ( )p j
k p m j

x a y c
m d c e b a e d c

b a d c

− −   + − − −     − −   
. 

Зокрема, при 0r =  маємо формулу (1). 

Відмітимо деякі властивості введених операторів. 
Твердження 1. Оператори 1, 2,,r rO f O f , мають 

властивості див. [1, C.158] 

1,
s s

r
s s

x zx z

O f f

x x ==

∂ ∂=
∂ ∂

, ; 0,z a z b s r= ∨ = = ; 

2,
p p

r
p p

y zy z

O f f

y y ==

∂ ∂=
∂ ∂

, ; 0,z c z d p r= ∨ = = . 

Твердження 2. Оператор 1,2,rO f  має властивості 
(див. [1, C.157]) 

1,2,
s s

r
s s

x zx z

O f f

x x ==

∂ ∂=
∂ ∂

, ; 0,z a z b s r= ∨ = = ,   (3) 

1,2,
p p

r
p p

y zy z

O f f

y y ==

∂ ∂=
∂ ∂

, ; 0,z c z d p r= ∨ = = , 

які отримуються застосуванням твердження 1. З 
твердження 2 витікає, що у випадку, якщо покласти 



1,2,( , , , , , ) ( , )rTr f x y a b c d O f x y= , то функція ( , )v x y буде 
мати наступні властивості: 

0, , 0,
s

s
x z

v
z a z b s r

x =

∂ = = ∨ = =
∂

; 

0, , 0,
p

p
y z

v
z c z d p r

y =

∂ = = ∨ = =
∂

. 

 
2.2. Похибка наближення диференційовних функцій 
двох змінних операторами, що використовують тренд  

 
З попереднього підрозділу випливає наступне. Якщо 

позначити через ( , )v x y  функцію, продовжену періодично 

з періодом 2π  по x  і 2π по y  на всю площину O x y  

(залишимо за нею те ж саме позначення ( , )v x y ), то 

2( , ) ( )rv x y C R∈ . Це дозволяє довести наступну теорему.  

Теорема 1. Нехай , , , ;a b c d Dπ π π π=− = =− = = 

[ ]2, ; ( , ) ( , ; , , , )Tr f x y Tr f x yπ π π π π π= − = − − , 

( , ) ( , ) ( , ), ( ), 1,2,...rf x y Tr f x y v x y f C D r= + ∈ = . 

Тоді для суми Фур’є 

[ ], ( )exp ( )
n n

n k p
k n p n

F v C f j k x p y
=− =−

= +∑ ∑ , де 

[ ], 2

1
( ) ( , ) exp ( )

4
k pC f v x y j kx py dx dy

π π

π ππ − −

= − +∫ ∫  

та для суми Хартлі 

, ( ) ( )
n n

n k p
k n p n

H v C f cas k x p y
=− =−

= +∑ ∑ , де 

, 2

1
( ) ( , ) ( )

4
k pC f v x y cas kx py dx dy

π π

π ππ − −

= +∫ ∫ , 

де ( ) :cos( ) sin( )cas t t t= + , похибки ( )nv F v−  , 

( )nv H v− будуть задовольняти асимптотичні 
співвідношення: 

2

8 ln
, 1,2,...,n C r

n
v F v r n

nπ
− = = → ∞ , 

2

8 ln
, 1,2,...,n C r

n
v H v r n

nπ
− = = → ∞ . 

Ці оцінки отримані за допомогою відповідної оцінки 
наближення диференційовних функції однієї змінної 
тригонометричними поліномами порядку n  [10, С.172].. 
Звідси випливає наступне. 
 

Теорема 2. Якщо ( , ) ( ), 1rf x y C D r∈ ≥ , то для похибки 

наближення ( , ) ( , ) ( , ) ( , )nRf x y f x y Trf x y F v x y= − − , де 
( , )nF v x y - сума Фур’є порядку n для періодичної 

складової ( , )v x y , має місце наступна оцінка:  

( ) 2

8 ln
C D r

n
Rf O

nπ
 =  
 

. 

Аналогічна теорема справедлива також для випадку, 
коли функція ( , )v x y  наближується сумою Хартлі. 
Теорема 3. Нехай , , , ;a b c d Dπ π π π=− = =− = = 

[ ]2, ; ( , ) ( , ; , , , )Tr f x y Tr f x yπ π π π π π= − = − − , 

( , ) ( , ) ( , ), ( ), 1,2,...rf x y Tr f x y v x y f C D r= + ∈ = . 

( , )nH v x y −  сума Хартлі для функції ( , )v x y , то для 

похибки ( , ) ( , ) ( , ) ( , )nRf x y f x y Trf x y H v x y= − −  має місце 
наступна оцінка:  

( ) 2

8 ln
C D r

n
Rf O

nπ
 =  
 

. 

3. Оператори фінітного n − вимірного 
дискретно–неперервного перетворення 

Фур’є (Хартлі), точні на тригонометричних 
поліномах заданого порядку 

Теорема 4, [1, C.519]. Якщо вузли і коефіцієнти 

кубатурних формул ( )kC f%  задовольняють умови 

(при 2
, ,

1

. 1
s s

n

k p k p
s

jδ δ
=

= =−∏ ) 

, 1( ) , ( ,... ), , ; 0jpx
k k k p n s s kC e p p p k p Nγ δ γ= = ≤ ≠% , 

1 1 ... n npx p x p x= + , то оператор  

1

1
( )

( ; ) ... , ( ,..., )
n

N N
q jkx

N n
qq N q N

C f
A f x e q q q

γ=− =−
= =∑ ∑

%
 

є точним на тригонометричних поліномах порядку N по 

кожній змінній , 1,sx s n= .  

Зокрема, для випадків наближення кусково-сталими 
сплайнами та сплайнами першого порядку для 2n=  

твердження теореми 3 реалізовані в [7]-[9]. Зупинимось 
детальніше на випадку побудови кубатурної формули з 
використанням кусково-сталих сплайнів. В [7] досліджено 
оператор фінітного двовимірного дискретно–
неперервного перетворення Фур’є (ОФДДНПФ_Sp0) у 
вигляді: 

1 2

1 2
1 1 2 2

, 2 d , Sp 0 , 2 , 0
1 2, , , ,( , ) ( )

N N
F F d Sp
N M N M k k

k N k N

L f u u g f
=− =−

= ×∑ ∑  

[ ]
2

1

exp , , , , 1,2t t s s
t

j k u u u R sπ π
=

 
× ∈ − ∈ =  

 
∑ . (4) 

1 2

1 21 2
1 1 2 2

,2 , 0
1 2, , , ( ) ( , )

M M
F d Sp

p pN M k k
p M p M

g f e e f x y
=− =−

= ×∑ ∑  

[ ]{ [ ]1 2 1 1 1 1 21,( 0 0) exp( ), ( 0 0)k k jk p k k× = ∧ = ∨ − ∆ ≠ ∧ = ∨  

[ ]2 2 2 1 2exp( ), ( 0 0)jk p k k∨ − ∆ = ∧ ≠ ∨  

2

1 2
1

exp , ( 0 0)t t t
t

j k p k k
=

   ∨ − ∆ ≠ ∧ ≠       
∑ , 

1 2 1 2( , ) , ( , ), 1/ (2 1)s sN N N M M M e M= = = + , 

2 , , , , 1,2s s s s s s se k N N N M sπ∆ = =− ≤ = .  (5) 

При застосуванні в ком’пютерних технологіях s s su p= ∆% , 

/ , 1,2,3.., , , , 1,2s s s s s s s s s sQ M p Q Q sµ µ µ∆ =∆ = = =− =% .    (6) 

В [7, теорема 1] доведено, що ОФДДНПФ_Sp0 (4), (5) має 
такі властивості: 

,2 , 0
,1 . F d Spo

M ML f f≡ , якщо 



1 2

1 2 1 2
1 1 2 2

, 1 2 ,exp ( ) ,
M M

r r r r
r M r M

f C j r x r y C
=− =−

 = + ∀ ∈ℜ ∑ ∑ . 

1 2 1 2
,2 , 0
,2 . ( , ) ( , ), , , 1,2F d Spo

p p p p s s sM ML f x y f x y p M M s= =− = . 

В [9] досліджено оператор фінітного двовимірного 
дискретно–неперервного перетворення Хартлі 
(ОФДДНПХ_Sp0) у вигляді: 

1 2

1 2
1 1 2 2

, 2 d , Sp 0 , 2 , 0
1 2, , , ,( , ) ( )

N N
H H d Sp
N M N M k k

k N k N

L f u u g f
=− =−

= ×∑ ∑  

[ ]
2

1

, , , , 1,2t t s s
t

cas k u u u R sπ π
=

 
× ∈ − ∈ =  

 
∑ . 

1 2

1 21 2
1 1 2 2

,2 , 0
1 2, , ,

- -

( ) ( , )
M M

H d Sp
p pN M k k

p M p M

g f e e f x y
= =

= ×∑ ∑  

[ ]{ [ ]1 2 1 1 1 1 21,( 0 0) ( ) , ( 0 0)k k cas k p k k× = ∧ = ∨ ∆ ≠ ∧ = ∨  

[ ]2 2 2 1 2( ) , ( 0 0)cas k p k k∨ ∆ = ∧ ≠ ∨  

[ ]}1 1 1 2 2 2 1 2( ) , ( 0 0)cas k p k p k k∨ ∆ + ∆ ≠ ∧ ≠ , 

1/ (2 1), 2 , , , , 1,2s s s s s s s s se M e k N N N M sπ= + ∆ = =− ≤ = . 

В ком’пютерних технологіях для визначення sv  

використовуємо (6). 
В [9, теорема 1] доведено, що ОФДДНПХ_Sp0 має такі 
властивості: 

,2 , 0
,1 . H d Spo

M ML f f≡ , якщо 

1 2

1 2 1 2
1 1 2 2

, 1 2 ,( ) ,
M M

r r r r
r M r M

f C cas r x r y C
=− =−

= + ∀ ∈ℜ∑ ∑

1 2 1 2
,2 , 0
,2 . ( , ) ( , ), , , 1,2H d Spo

p p p p s s sM ML f x y f x y p M M s= =− = . 

Аналогічне твердження для сплайнів першого степення 
див. [8, теорема 1].  

4. Висновки  

Наукова новизна полягає в наступному:  
1) побудовано оператор обчислення тренду для 
неперіодичної фінітної функції двох змінних 

( , ) ( ), 1,2,...rf x y C D r∈ = з властивостями (3). Цей 

оператор дозволяє довільну фінітну функцію двох змінних 
подати у вигляді суми тренду і функції двох змінних, яка 
при періодичному її продовженні на всю площину, 

зберігає клас диференційованості 2( , ) ( )rv x y C R∈ ; 

2) в цьому випадку суми Фур’є або Хартлі функції 
( , )v x y , яка отримується з ( , )f x y  вилученням тренда, не 

будуть мати явище Гіббса; 
3) наведена оцінка похибки ( )nv F v− та ( )nv H v−  

наближення ( , )v x y  тригонометричними сумами Фур’є та 
Хартлі заданого порядку, коефіцієнти яких знаходяться на 
основі експериментальних даних.; 
 4) наведена оцінка похибки наближення функції ( , )f x y  

сумою ( , ) ( , ), ( ), 1,2,...rTr f x y v x y f C D r+ ∈ = для 

випадків, коли ( , )v x y  наближується відповідними 

сумами Фур’є або Хартлі. 
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