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Abstract
There’s the description of the new method (at first time
it has been proposed in [1]) of the solution of computer
tomography (CT) flat task with linear radiation is given
in this report. The initial information for the restoration
of unknown substance distribution function is the set of
linear integrals of the function. The general algorithm of
the double integrals reduction to Filone type quadrature
formula is proposed. It makes possible to find the integral
of oscillatory factor accurately.

1. Вступ
Серед напрямкiв розвитку КТ (див. [2]) одним з пер-
спективних вважається клас методiв Фур’є (див. [3])
внаслiдок можливостi використання швидких iнте-
гральних перетворень для зменшення об’єму обчи-
слень. Саме цим обумовлена актуальнiсть дослiджень
в КТ методiв, що використовують для вiдновлення не-
вiдомої функцiї її коефiцiєнти ряду Фур’є. На вiдмi-
ну вiд iнших пiдходiв до розв’язання цiєї проблеми
для нашого притаманим є слабкий вплив осцилююю-
чого множника при обчисленнi коефiцiєнтiв. Це дося-
гається за рахунок побудови квадратурних формул, у
яких iнтеграли вiд експоненти можна точно обчисли-
ти заздалегiдь.

2. Використання даних Радона для
обчислення коефiцєнтiв Фур’є

Коефiцiєнти Фур’є ck,� (k, � ∈ Z) для функцiї f (x, y) ∈
C2,2 [I], I = [0, 1]2, точно знаходяться за формулою:

ck,� =

∫∫
I

f (x, y) e−i2π(kx+�y)dxdy. (1)

Введемо позначення

γ (x) =

1∫
0

f (x, y) dy.

Функцiя γ (x) є проекцiйною функцiєю, що моделює
проекцiйнi данi (данi Радона), якi поступають з ком-
п’ютерного томографу.

Метод апроксимацiї ck,� полягає у замiнi γ(x)
кусково-сталим сплайном (p = 0, M − 1):

γ(x) ≈ γ̃ (x) =

M−1∑
p=0

ϕp (x) γ (zp), zp =
xp + xp+1

2
, (2)

ϕp (x) =

{
1, x ∈ [xp, xp+1]

0, x /∈ [xp, xp+1]
, xp =

p

M
. (3)

З (2) випливає, що замiна проекцiйної функцiї
iнтерполяцiйними сплайнами дає змогу наближенно
знайти ck,�, використовуючи скiнчену множину зна-
чень γ(x) — даних Радона.

3. Квадратурнi формули для
коефiцiєнтiв Фур’є

З урахуванням (2) формула (1) набуде вигляду

ck,� ≈ c̃k,� =

1∫
0

(
M−1∑
p=0

ϕp (x) γ (zp)

)
e−i2π(kx+�y)dx. (4)

Нижче будемо розглядати окремi випадки (4) при
рiзних значеннях k i �.

3.1. Коефiцiєнти ck,0 (k > 0, � = 0)

Теорема 1. Для коефiцiєнтiв ck,� (k � 0 i � = 0) спра-
ведливi наступнi спiввiдношення:

c0,0 ≈ c̃0,0 =

M−1∑
p=0

γ (zp)

xp+1∫
xp

dx (5)

ck,0 ≈ c̃k,0 =

1∫
0

(
M−1∑
p=0

ϕp (x)γ (zp)

)
e−i2πkxdx

=

M−1∑
p=0

γ (xp)

xp+1∫
xp

e−i2πkxdx.

(6)

З (6) витiкає, що осцилюючий множник можна проiн-
тегрувати точно.

Теорема 2. Для похибки наближення ck,� (k � 0 i
� = 0) виконуються вiдповiдно спiввiдношення:

|c0,0−c̃0,0|=
∣∣∣∣∣∣

1∫
0

(γ (x) − γ̃ (x)) dx

∣∣∣∣∣∣�
1∫

0

|(γ (x)−γ̃ (x))| dx

� ‖γ (x) − γ̃ (x)‖C[0,1] := max
x∈[0,1]

|γ (x) − γ̃ (x)| ,
(7)



|ck,0 − c̃k,0| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(γ (x) − γ̃ (x)) e−i2πkxdx

∣∣∣∣∣∣ �

�
1∫

0

∣∣∣(γ (x) − γ̃ (x)) e−i2πkx
∣∣∣dx=

1∫
0

|γ (x) − γ̃ (x)|dx

� ‖γ (x) − γ̃ (x)‖C[0,1] .

(8)

3.2. Коефiцiєнт c0,� (� > 0)

Квадратурна формула для c0,� та її похибка будуть
аналогiчнi результатам попереднього пiдпункту:

c0,� ≈ c̃0,� =

1∫
0

(
M−1∑
p=0

ϕp (y)γ (zp)

)
e−i2π�ydy

=

M−1∑
p=0

γ (zp)

yp+1∫
yp

e−i2π�ydy,

(9)

|c0,� − c̃0,�| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(γ (y) − γ̃ (y)) e−i2π�ydy

∣∣∣∣∣∣ �

�
1∫

0

∣∣∣(γ (y) − γ̃ (y)) e−i2π�y
∣∣∣ dy =

1∫
0

|γ (y) − γ̃ (y)| dy

� ‖γ (y) − γ̃ (y)‖C[0,1] .

Тут використанi позначення:

γ (y) =

1∫
0

f (x, y) dx, yp =
p

M
, zp =

yp + yp+1

2
.

3.3. Коефiцiєнт ck,� (k, � > 0)

Множина прямих

kx + �y = 0, kx + �y = k,

kx + �y = �, kx + �y = k + �

розбиває область I на три пiдобластi. Тодi вираз для
ck,� можна переписати так:

ck,� =

∫∫
I

f (x, y) e−i2π(kx+�y)dxdy = J1 +J2 +J3, (10)

де

J1 =

1∫
0

(k−kx)/�∫
0

f (x, y) e−i2π(kx+ly)dxdy

=

1∫
0

γ1 (x) e−i2π(kx+ly)dx

J2 =

1∫
0

(�−kx)/�∫
(k−kx)/�

f (x, y) e−i2π(kx+ly)dxdy

=

1∫
0

γ2 (x) e−i2π(kx+ly)dx,

J3 =

1∫
0

1∫
(�−kx)/�

f (x, y) e−i2π(kx+ly)dxdy

=

1∫
0

γ3 (x) e−i2π(kx+ly)dx

мають вiдповiднi проекцiйнi функцiї

γ1 (x) =

(k−kx)/�∫
0

f (x, y) dy, γ2 (x) =

(�−kx)/�∫
(k−kx)/�

f (x, y) dy,

γ3 (x) =

1∫
(�−kx)/�

f (x, y) dy.

Скориставшись пiдстановками{
kx + �y = (k + �) ξ

−lx + ky = η
, (11)




x =
k (k + l) ξ − lη

k2 + l2

y =
� (k + l) ξ + kη

k2 + l2

, 0 � ξ � 1, (12)

перепишемо вирази для iнтегралiв J1, J2, J3

(f (x (ξ, η) , y (ξ, η)) = f (·)):

J1 = |D|
k/(k+�)∫

0

k(k+�)ξ/�∫
−�(k+�)ξ/k

f (·)e−i2π(k+l)ξdξdη

=


γ̄1 (ξ) =

k(k+�)ξ/�∫
−�(k+�)ξ/k

f (·)dη




= |D|
k/(k+�)∫

0

γ̄1 (ξ) e−i2π(k+�)ξdξ,

(13)

J2 = |D|
�/(k+�)∫

k/(k+�)

k(k+�)ξ/�∫
(k(k+�)ξ−k2−�2)/�

f (·)e−i2π(k+l)ξdξdη

=


γ̄2 (ξ) =

k(k+�)ξ/�∫
(k(k+�)ξ−k2−�2)/�

f (·) dη




= |D|
�/(k+�)∫

k/(k+�)

γ̄2 (ξ) e−i2π(k+�)ξdξ,

(14)



J3 = |D|
1∫

�/(k+�)

(k2+�2−�(k+�)ξ)/k∫
(k(k+�)ξ−k2−�2)/�

f (·)e−i2π(k+l)ξdξdη

=


γ̄3 (ξ) =

(k2+�2−�(k+�)ξ)/k∫
(k(k+�)ξ−k2−�2)/�

f (·) dη




= |D|
1∫

�/(k+�)

γ̄3 (ξ) e−i2π(k+�)ξdξ,

(15)

де |D| = k+�
k2+�2

є модулем якобiана.
За аналогiєю до (6) побудуємо наступнi формули

наближення для J1, I2, J3 (J1 ≈ J̃1, J2 ≈ J̃2, J3 ≈ J̃3):

J̃1 = |D|
k/(k+�)∫

0

(
M−1∑
p=0

ϕp (ξ)γ̄1

(
z(1)

p

))
e−i2π(k+�)ξdξ

= |D|
M−1∑
p=0

γ̄1

(
z(1)

p

) ξ
(1)
p+1∫

ξ
(1)
p

e−i2π(k+�)ξdξ,

(16)

J̃2 = |D|
�/(k+�)∫

k/(k+�)




[
M|�−k|

k

]∑
p=0

ϕp (ξ)γ̄2

(
z(2)

p

)
 e−i2π(k+�)ξdξ

= |D|
M−1∑
p=0

γ̄2

(
z(2)

p

) ξ
(2)
p+1∫

ξ
(2)
p

e−i2π(k+�)ξdξ,

(17)

J̃3 = |D|
1∫

�/(k+�)

(
M−1∑
p=0

ϕp (ξ)γ̄3

(
z(3)

p

))
e−i2π(k+�)ξdξ

= |D|
M−1∑
p=0

γ̄3

(
z(3)

p

) ξ
(3)
p+1∫

ξ
(3)
p

e−i2π(k+�)ξdξ,

(18)

де

ξ(1)
p =

k

(k + �) M
p, ξ(2)

p =
k

k + �
+

� − k

(k + �) M
p,

ξ(3)
p =

�

k + �
+

k

(k + �) M
p,

(19)

z(1)
p =

ξ
(1)
p + ξ

(1)
p+1

2
, z(2)

p =
ξ
(2)
p + ξ

(2)
p+1

2
,

z(3)
p =

ξ
(3)
p + ξ

(3)
p+1

2
.

(20)

Тодi остаточно наближення для ck,l набуде вигляду

ck,� ≈ J̃1 + J̃2 + J̃3. (21)

Похибку наближення для кожного з iнтегралiв J1,
J2, J3 можна оцiнити таким же чином, як це зроблено
для коефiцiєнтiв ck,�, коли k = � = 0 i k > 0, � = 0.

3.4. Коефiцiєнт ck,� (k > 0, � < 0)

Тут формули наближення та оцiнка його похибки
одержуються аналогiчно до попереднiх пiдпунктiв.

При k > 0, � < 0 дiстанемо з (1)

ck,� =

∫∫
I

f (x, y) e−i2π(kx−�y)dxdy. (22)

В (22) враховано, що � < 0, тому будемо вважати далi
номер � додатнiм.

Множина прямих

kx − �y = 0, kx − ly = −�,

kx − �y = k − �, kx − �y = k

розбиває область I на три пiдобластi. Тодi як i в (10)

ck,−� = J1 + J2 + J3, (23)

де

J1 = |D|
1∫

0

kx/�∫
0

f (·) e−i2π(kx−�y)dxdy

=

1∫
0

¯̄γ1 (x) e−i2π(kx+�y)dx,

J2 =

1∫
0

kx/�−(k−�)/�∫
kx/�

f (·) e−i2π(kx−�y)dxdy

=

1∫
0

¯̄γ2 (x) e−i2π(kx−�y)dx,

J3 =

1∫
0

1∫
kx/�−(k−�)/�

f (·) e−i2π(kx−�y)dxdy

=

1∫
0

¯̄γ3 (x) e−i2π(kx−�y)dx

мають такi проекцiйнi функцiї

¯̄γ1 (x) =

kx/�∫
0

f (x, y) dy, ¯̄γ2 (x) =

kx/�−(k−�)/�∫
kx/�

f (x, y) dy,

¯̄γ3 (x) =

1∫
kx/�−(k−�)/�

f (x, y) dy.

Перейдемо до нової системи координат (ξ, η) i
одержимо пiдстановки:{

kx − �y = k − (k + �) ξ

kx − ly = η
, (24)






x =
k2 − (

k2 + k�
)
ξ + �η

k2 + �2

y =

(
k� + �2

)
ξ + kη − k�

k2 + �2
.

(25)

Тодi

J1 = |D|
k/(k+�)∫

0

�(k−(k+�)ξ)/k∫
(k(k+�)+�2)/�

f (·)ei2π(k+�)ξdξdη

=




¯̄̄γ1 (ξ) =

�(k−(k+�)ξ)/k∫
(k(k+�)+�2)/�

f (·)dη




= |D|
k/(k+�)∫

0

¯̄̄γ1 (ξ) ei2π(k+�)ξdξ,

(26)

J2 = |D|
�/(k+�)∫

k/(k+�)

k((k+�)ξ−k)/�∫
(k(k+�)+�2)/�

f (·)ei2π(k+�)ξdξdη

=




¯̄̄γ2 (ξ) =

k((k+�)ξ−k)/�∫
(k(k+�)+�2)/�

f (·)dη




= |D|
�/(k+�)∫

k/(k+�)

¯̄̄γ2 (ξ) ei2π(k+�)ξdξ,

(27)

J3 = |D|
1∫

�/(k+�)

k((k+�)ξ−k)/�∫
(k2+�2+k�−�(k+�)ξ)/k

f (·)ei2π(k+�)ξdξdη

=




¯̄̄γ3 (ξ) =

k((k+�)ξ−k)/�∫
(k2+�2+k�−�(k+�)ξ)/k

f (·)dη




= |D|
1∫

�/(k+�)

¯̄̄γ3 (ξ) ei2π(k+�)ξdξ, |D| =
k + �

k2 + �2
.

(28)

Знайдемо наближено J1, I2, J3.

J̃1 = |D|
k/(k+�)∫

0

(
M−1∑
p=0

ϕp (ξ)¯̄̄γ1

(
z(1)

p

))
ei2π(k+�)ξdξ

= |D|
M−1∑
p=0

¯̄̄γ1

(
z(1)

p

) ξ
(1)
p+1∫

ξ
(1)
p

ei2π(k+�)ξdξ,

(29)

J̃2 = |D|
�/(k+�)∫

k/(k+�)




[
M|�−k|

k

]∑
p=0

ϕp (ξ)¯̄̄γ2

(
z(2)

p

)
 ei2π(k+�)ξdξ

= |D|
M−1∑
p=0

¯̄̄γ2

(
z(2)

p

) ξ
(2)
p+1∫

ξ
(2)
p

ei2π(k+�)ξdξ,

(30)

J̃3 = |D|
1∫

�/(k+�)

(
M−1∑
p=0

ϕp (ξ)¯̄̄γ3

(
z(3)

p

))
ei2π(k+�)ξdξ

= |D|
M−1∑
p=0

¯̄̄γ3

(
z(3)

p

) ξ
(3)
p+1∫

ξ
(3)
p

ei2π(k+�)ξdξ,

(31)

де величини ξ
(j)
p , ξ

(j)
p+1, z

(j)
p (j = 1, 3) визначаються за

формулами (19)–(20).

4. Зауваження
Зробимо наступнi зауваження:

1. Коефiцiєнти Фур’є c−k,−� й c−k,� обчислювати
не треба внаслiдок рiвностей

c−k,−� = c̄k,�, c−k,� = c̄k,−�.

2. Пiдстановки (12)–(12) та (24)–(25) зводять об-
числення коефiцiєнтiв ck,�, ck,−� до трикратного
використання процедури обчислення ck,0 з то-
чнiстю до сталих.

5. Висновки
Таким чином, у працi запропоновано однотипний ал-
горитм обчислення коефiцiєнтiв Фур’є за допомогою
даних Радона, у якому точно iнтегрується осцилюю-
чий множник. Далi результати планується використа-
ти при створеннi математичного забезпечення для дi-
ючих комп’ютерних томографiв.
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