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Abstract
The class of the labeling problems is NP-complete.
An approach to the partial optimal labeling search
for an arbitrary labeling problem is proposed. The
approach is based on the solution of the auxiliary
supermodular (max,+) problems, which are poli-
nomially solvable.

1. Âñòóï
Êëàñ çàäà÷ ðîçìiòêè ¹ îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ
â ñôåði îáðîáêè çîáðàæåíü. Â òåðìiíàõ çàäà÷i
ðîçìiòêè ôîðìóëþþòüñÿ òàêi ïðèêëàäíi çàäà÷i,
ÿê òåêñòóðíà ñåãìåíòàöiÿ çîáðàæåíü, ðåñòàâðà-
öiÿ çàøóìëåíîãî çîáðàæåííÿ, âiäíîâëåííÿ ðåëü¹-
ôó ïîâåðõíi çà äâîìà çîáðàæåííÿìè òîùî.

Âïåðøå çàäà÷ó ðîçìiòêè ÿê îïòèìiçàöiéíó
(max,+) çàäà÷ó ñôîðìóëüîâàíî â ðîáîòi [1] ó
1976 ðîöi. Â ðîáîòàõ [1, 2] çàïðîïîíîâàíî àëãî-
ðèòì, ÿêèé ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ äîâiëü-
íî¨ (max,+) çàäà÷i. Ðåçóëüòàòîì àëãîðèòìó ¹ àáî
ðîçâ'ÿçîê ïîñòàâëåíî¨ (max,+) çàäà÷i, àáî æ ¾âiä-
ìîâà âiä ðîçâ'ÿçêó¿. Â ðîáîòàõ [1, 2] òàêîæ ïî-
êàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ãðàô çàäà÷i ¹ äåðå-
âîì, çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì çàâæäè çíàõîäèòü
ðîçâ'ÿçîê (âiäïîâiäü ¾âiäìîâà âiä ðîçâ'ÿçêó¿ íiêî-
ëè íå âèíèêà¹). Â ðîáîòàõ [3, 4] âèäiëåíî ïiäêëàñ
çàäà÷, ÿêi ¹ ñóïåðìîäóëÿðíèìè (max,+) çàäà÷à-
ìè íà ñòðóêòóðàõ äðóãîãî ïîðÿäêó, i ïîêàçàíî, ùî
äëÿ öüîãî ïiäêëàñó çàäà÷ çàïðîïîíîâàíèé â [1, 2]
àëãîðèòì òàêîæ çàâæäè çíàõîäèòü ðîçâ'ÿçîê.

Äëÿ ñóïåðìîäóëÿðíèõ (max,+) çàäà÷ îñòàííiì
÷àñîì áóëè ðîçðîáëåíi ñïåöiàëüíi ìåòîäè ðîçâ'ÿç-
êó [5, 6, 7], ÿêi áàçóþòüñÿ íà çâåäåííi âèõiäíî¨ çà-
äà÷i äî çàäà÷i ïîøóêó ìiíiìàëüíîãî ïåðåðiçó ïåâ-
íîãî ãðàôà.

ßê â çàãàëüíîìó, òàê i â áàãàòüîõ âàæëè-
âèõ ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó îêðåìèõ âèïàäêàõ,
(max,+) çàäà÷à ¹ NP-ïîâíîþ. Àëãîðèòìè, çàïðî-
ïîíîâàíi äëÿ ðîçâ'ÿçêó òàêèõ çàäà÷, ÿê ïðàâèëî,
íîñÿòü àïðîêñèìàòèâíèé õàðàêòåð [8, 9, 10, 11] i
ïðèçíà÷åíi äëÿ âiäøóêàííÿ ïðèáëèçíîãî ðîçâ'ÿç-

êó. Î÷åâèäíî, òàêi àëãîðèòìè ñëiä âèêîðèñòîâó-
âàòè ëèøå òîäi, êîëè àëãîðèòì, çàïðîïîíîâàíèé â
[1, 2] äiéøîâ âèñíîâêó ¾âiäìîâà âiä ðîçâ'ÿçêó¿.

Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ïîòðåáà ó çíàõîäæåííi
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ðîçìiòêè. Â äàíié ðîáîòi äëÿ òà-
êèõ çàäà÷ ïðîïîíó¹òüñÿ çíàõîäèòè ÷àñòèíó îïòè-
ìàëüíî¨ ðîçìiòêè. Çíà÷åííÿ îïòèìàëüíî¨ ðîçìi-
òêè çíàõîäèòüñÿ íå â óñiõ ïiêñåëàõ, à ëèøå íà
äåÿêié ÷àñòèíi ïîëÿ çîðó. Ñôîðìóëüîâàíî çàãàëü-
íèé ïiäõiä, ÿêèé äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè àëãîðèòìè ïî-
øóêó ÷àñòèíè îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äîâiëüíî¨
(max,+) çàäà÷i. Íîâèçíà çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, íà âiäìiíó âiä àëãîðèòìiâ ïî-
øóêó ïðèáëèçíîãî ðîçâ'ÿçêó, îòðèìó¹òüñÿ òåîðå-
òè÷íî îá ðóíòîâàíà iíôîðìàöiÿ ïðî òå, â ÿêié ÷à-
ñòèíi çíàéäåíèé ðîçâ'ÿçîê çáiãà¹òüñÿ ç îïòèìàëü-
íèì.

Àëãîðèòìè æ çíàõîäæåííÿ ïðèáëèçíîãî
ðîçâ'ÿçêó ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè, ÿêùî öå âçàãàëi
íåîáõiäíî, ëèøå íà òié ÷àñòèíi çîáðàæåííÿ, íà
ÿêié çà äîïîìîãîþ íîâîââåäåíî¨ ìåòîäîëîãi¨ íå
âäàëîñÿ çíàéòè çíà÷åííÿ îïòèìàëüíî¨ ðîçìiòêè.
Ïðè ïîáóäîâi àëãîðèòìiâ ðîçìiçíàâàííÿ, ùî
áàçóþòüñÿ íà âèðiøåííi îïòèìiçàöiéíèõ (max,+)
çàäà÷ ÷àñòî âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷îìó îòðèìàíèé
ðîçâ'ÿçîê íå çáiãà¹òüñÿ ç î÷iêóâàíèì? Âíàñëiäîê
íåàäåêâàòíîñòi ìîäåëi, ÷è âíàñëiäîê íåòî÷íî
çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i. Çíà-
õîäæåííÿ õî÷à á ÷àñòèíè îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
îñîáëèâî êîðèñíå â öüîìó âèïàäêó. Iíêîëè æ
çíàéäåíà ÷àñòèíà ðîçâ'ÿçêó íàñòiëüêè âåëèêà, ùî
çàëèøêîâîþ ÷àñòèíîþ ìîæíà ïðîñòî çíåõòóâàòè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
2.1. Áàçîâi îçíà÷åííÿ.

Ïîëåì çîðó T íàçèâàòèìåìî äîâiëüíó ñêií÷å-
íó ìíîæèíó. Åëåìåíòè ïîëÿ çîðó íàçèâàòèìåìî
ïiêñåëàìè. Îäíèì ç íàé÷àñòiøå âæèâàíèõ ïðèêëà-
äiâ ïîëÿ çîðó ¹ ïðÿìîêóòíà äâîâèìiðíà ðåøiòêà
{(i, j) |0 ≤ i < I, 0 ≤ j < J}.

Ðîçìiòêîþ ïîëÿ çîðó T íà l ñåãìåíòiâ



íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ kT : T → L. Ïðè öüî-
ìó ìíîæèíó L = {1, 2, ..., l} íàçèâàòèìåìî
ìíîæèíîþ ïîçíà÷îê.

Ñòðóêòóðîþ ïîëÿ çîðó T íàçèâàòèìåìî ïåâ-
íó ìíîæèíó = ïiäìíîæèí τ  T ïîëÿ çîðó T ,
= ⊆ {τ |τ  T}.

Ïîðÿäêîì ñòðóêòóðè = ïîëÿ çîðó íàçèâàòèìå-
ìî ÷èñëî max

τ∈=
|τ |� ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü åëåìåí-

òiâ â ïiäìíîæèíi ñòðóêòóðè ïîëÿ çîðó. Çàçâè÷àé,
àëå çîâñiì íå îáîâ'ÿçêîâî, ïîðÿäîê ñòðóêòóðè ïî-
ëÿ çîðó äîðiâíþ¹ äâîì, ðiäøå � òðüîì.

Ïiêñåëè t i t′ íàçèâàòèìåìî ñóñiäíiìè â ñòðó-
êòóði =, ÿêùî iñíó¹ ïiäìíîæèíà τ ∈ =, ÿêà ìi-
ñòèòü ¨õ îáèäâà (∃τ ∈ = : {t, t′} ⊆ τ).

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ðîçìiòîê ïiäìíîæè-
íè τ ïîëÿ çîðó ÷åðåç Lτ = {kτ |kτ : τ → L}. Ç öüî-
ãî, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà âñiõ ðîçìiòîê
ïîçíà÷àòèìåòüñÿ ÷åðåç LT .

2.2. Çàäà÷à ðîçìiòêè ÿê îïòèìiçàöiéíà (max,+)
çàäà÷à.
Íåõàé äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè τ ∈ = ñòðóêòóðè
ïîëÿ çîðó çàäàíà ôóíêöiÿ gτ : Lτ → R, ÿêà ñòà-
âèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié ïiäðîçìiòöi kτ : τ → L
ïåâíå ÷èñëî. ßêiñòþ ðîçìiòêè kT íàçèâàòèìåìî
÷èñëî

Q(kT ) =
∑

τ∈=
gτ (kτ ). (1)

Çàäà÷à ðîçìiòêè ÿê îïòèìiçàöiéíà (max,+) çà-
äà÷à ïîëÿãà¹ â âèçíà÷åííi ðîçìiòêè, ÿêiñòü (1)
ÿêî¨ ìàêñèìàëüíà:

k∗T = arg max
kT

Q(kT ). (2)

2.3. Îçíà÷åííÿ ñóïåðìîäóëÿðíèõ (max,+) çàäà÷.
Äî ñèõ ïið ìíîæèíà ïîçíà÷îê L òðàêòóâàëà-
ñÿ ÿê íåâïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà iìåí ñåãìåíòiâ.
Ïðè âèçíà÷åííi ñóïåðìîäóëÿðíèõ çàäà÷ ðîçìi-
òêè ïåðø çà âñå ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìíîæè-
íà ïîçíà÷îê L = {1, 2, . . . , l} öiëêîì âïîðÿäêîâà-
íà: 1 < 2 < · · · < l. Îïåðàöi¨ âèáîðó ìàêñèìàëü-
íî¨ i ìiíiìàëüíî¨ ç äâîõ ïîçíà÷îê a, b ∈ L
ïîçíà÷àòèìåìî äàëi ÷åðåç (a

∨
b) i (a

∧
b) âiä-

ïîâiäíî. Âïîðÿäêîâàíiñòü ìíîæèíè L ïîðîäæó¹
÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi ïàð ïîçíà÷îê
(l, l′) ∈ L× L. À ñàìå, äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ïàð ïî-
çíà÷îê (r, r′) i (l, l′) âèçíà÷åíî ¨õ ïîêîîðäèíàòíèé
ìàêñèìóì (r, r′) ∨ (l, l′) = (r ∨ l, r′ ∨ l′) i ìiíiìóì
(r, r′) ∧ (l, l′) = (r ∧ l, r′ ∧ l′). Â òàêèé æå ñïîñiá âè-
çíà÷à¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà ìíî-
æèíi âñiõ ðîçìiòîê. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðîçìiòîê kT

i k′T ïîçíà÷èìî ÷åðåç kT

∨
k′T ¨õ ìàêñèìóì i ÷åðåç

kT

∧
k′T � ìiíiìóì. Ïàðà ðîçìiòîê kT i k′T çíàõî-

äèòüñÿ ó âiäíîøåííi kT ≥ k′T , ÿêùî kT = kT

∨
k′T .

Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç kT � k′T çàïåðå÷åííÿ
ùîéíîââåäåíîãî âiäíîøåííÿ.

Ôóíêöiÿ Q : LT → R íàçèâà¹òüñÿ ñóïåðìîäó-
ëÿðíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðîçìiòîê kT i
k′T âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

Q(kT ) + Q(k′T ) ≤ Q(kT

∨
k′T ) + Q(kT

∧
k′T ). (3)

Íàçèâàòèìåìî (max,+) çàäà÷ó ñóïåðìîäóëÿðíîþ,
ÿêùî ¨¨ ôóíêöiÿ ÿêîñòi ñóïåðìîäóëÿðíà.

Åêâiâàëåíòíå âèçíà÷åííÿ ñóïåðìîäóëÿðíî¨
ôóíêöi¨ Q : LT → R áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi ÷àñòèí-
íî¨ äèñêðåòíî¨ ïîõiäíî¨: ∀kT : T → L, kt < l:

∂
∂kt

Q(k1, . . . , kt, . . . , kn) =
= Q(k1, . . . , kt + 1, . . . , kn)−Q(k1, . . . , kt, . . . , kn).

Ïðàêòè÷íà ïåðåâiðêà ñóïåðìîäóëÿðíîñòi
(max,+) çàäà÷i ìîæå áóòè çäiéñíåíà çàâäÿ-
êè òâåðäæåííþ íàñòóïíî¨ òåîðåìè, ÿêà òóò
íàâîäèòüñÿ áåç äîâåäåííÿ.
Òåîðåìà 1 (Åêâiâàëåíòíå âèçíà÷åííÿ ñóïåðìîäó-
ëÿðíî¨ ôóíêöi¨). Ôóíêöiÿ Q : LT → R ¹ ñóïåðìî-
äóëÿðíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ
äâîõ ñóñiäíiõ ïiêñåëiâ t i t′ (t 6= t′) i äëÿ äîâiëüíî¨
ðîçìiòêè kT : T → L : kt < l, kt′ < l, ¨¨ äðóãà ïîõi-
äíà íåâiä'¹ìíà:

∂2

∂kt∂kt′
Q(kT ) ≥ 0 (4)

3. Òåîðåòè÷íèé ðåçóëüòàò òà éîãî
âèêîðèñòàííÿ

3.1. Ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòó òà éîãî äîâåäåí-
íÿ.
Â äàíîìó ðîçäiëi íàâîäèòüñÿ çàãàëüíèé ïðèíöèï
ïîáóäîâè àëãîðèòìiâ çíàõîäæåííÿ ÷àñòèíè îïòè-
ìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äîâiëüíî¨ (max,+) çàäà÷i. Âií
ãðóíòó¹òüñÿ íà òàêié ëåìi.

Ëåìà 1. Íåõàé
_

kT =
∧

k∗T =arg max
kT

Q(kT )

k∗T � íàéíèæ÷à

îïòèìàëüíà ðîçìiòêà äëÿ äåÿêî¨ ñóïåðìîäóëÿðíî¨
çàäà÷i i kT - äîâiëüíà ðîçìiòêà, íå âèùà çà

_

kT :

kT �
_

kT . (5)

Òîäi ÿêiñòü ðîçìiòêè kT ñòðîãî ìåíøà çà ÿêiñòü
ìàêñèìóìó ðîçìiòîê kT i

_

kT :

Q(kT ) < Q(kT

∨ _

kT ).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî óìîâó ñóïåðìîäóëÿðíî-
ñòi (3) äëÿ ðîçìiòîê kT i

_

kT

Q(kT ) + Q(
_

kT ) ≤ Q(kT

∧ _

kT ) + Q(kT

∨ _

kT ) (6)



Óìîâà (5) ðàçîì ç âèçíà÷åííÿì íàéíèæ÷î¨ îïòè-
ìàëüíî¨ ðîçìiòêè ïðèâîäÿòü äî íåðiâíîñòi:

Q(kT

∧ _

kT ) < Q(
_

kT ). (7)

Äîäàþ÷è íåðiâíîñòi (6) i (7) îòðèìó¹ìî òâåðäæåí-
íÿ ëåìè.

Íàçèâàòèìåìî ñóïåðìîäóëÿðíó (max,+) çàäà-
÷ó k′T = arg max

kT

Q′(kT ) äîïîìiæíîþ äëÿ çàäà÷i
(2), ÿêùî ¨¨ íàéíèæ÷èé ðîçâ'ÿçîê

_

kT =
∧

k′T =arg max
kT

Q′(kT )

k′T

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

k∗T ≥
_

kT .

Â íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòíi
óìîâè òîãî, ùî äàíà ñóïåðìîäóëÿðíà (max,+) çà-
äà÷à ¹ äîïîìiæíîþ äëÿ (2) çàäà÷åþ.

Òåîðåìà 2. ßêùî äëÿ íàéíèæ÷îãî ðîçâ'ÿçêó
_

kT

ñóïåðìîäóëÿðíî¨ (max,+) çàäà÷i i äîâiëüíî¨ ðîçìi-
òêè kT ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Q′(kT ∨
_

kT )−Q′(kT ) ≤ Q(kT ∨
_

kT )−Q(kT ), (8)

òî äàíà ñóïåðìîäóëÿðíà (max,+) çàäà÷à ¹ äîïî-
ìiæíîþ i äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê k∗T çàäà÷i (2) çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó

k∗T ≥
_

kT .

Çàóâàæåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, â êîæíîìó ïiêñåëi t
ìîæíà âèëó÷èòè ç ðîçãëÿäó âñi ïîçíà÷êè, ÿêi ëå-
æàòü íèæ÷å çà

_

kt, òèì ñàìèì ñïðîùóþ÷è îá÷è-
ñëþâàëüíó ñêëàäíiñòü ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i. ßêùî â
äåÿêîìó ïiêñåëi ïîçíà÷êà

_

kt ¹ íàéâèùîþ ïîçíà-
÷êîþ, òî â öüîìó ïiêñåëi ïîòðiáíî âèëó÷èòè ç
ðîçãëÿäó âñi ïîçíà÷êè, êðiì îäíi¹¨ i îïòèìàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê k∗t â ïiêñåëi t äîðiâíþ¹

_

kt. Çâè÷àéíî, ìî-
æå òðàïèòèñü, ùî ðîçìiòêà

_

kT ó âñiõ ïiêñåëàõ ïðè-
éìà¹ íàéíèæ÷å çíà÷åííÿ, i æîäíó ïîçíà÷êó íå áó-
äå âèëó÷åíî.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðîçìiòêó kT òàêó, ùî
kT �

_

kT . Äîâåäåìî, ùî ÿêiñòü ðîçìiòêè kT ∨
_

kT

â ïî÷àòêîâié çàäà÷i êðàùà çà ÿêiñòü ðîçìiòêè kT ,
i, òàêèì ÷èíîì, ðîçìiòêà kT íå ìîæå áóòè îïòè-
ìàëüíîþ ðîçìiòêîþ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i.

Iç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî

0 < Q′(kT

∨ _

kT )−Q′(kT ), (9)

ùî ç óðàõóâàííÿì óìîâè (8) âiäðàçó ïðèçâîäèòü
äî íåðiâíîñòi

Q(kT

∨ _

kT ) > Q(kT ), (10)

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

3.2. Çàãàëüíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè äîïîìiæíèõ
çàäà÷.
Â öüîìó ðîçäiëi âïîðÿäêóâàííÿ ïîçíà÷îê â êî-
æíîìó ïiêñåëi ïðèïóñêà¹òüñÿ âèçíà÷åíèì i ôiêñî-
âàíèì. Òåîðåìà 2 çàïèñàíà â çàãàëüíîìó âèãëÿ-
äi i äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè áóäü-ÿêi åâðèñòè-
÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ ïîáóäîâè äîïîìiæíî¨ çàäà÷i,
ÿêà á ¨é çàäîâîëüíÿëà. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè â
óìîâàõ òåîðåìè ôiãóðó¹ íàéíèæ÷èé ðîçâ'ÿçîê

_

kT

äîïîìiæíî¨ çàäà÷i, ïåðåâiðêó íà òå, ÷è çàäîâîëü-
íÿ¹ äîïîìiæíà çàäà÷à óìîâàì òåîðåìè 2, òðåáà
âèêîíóâàòè âæå ðîçâ'ÿçàâøè äîïîìiæíó çàäà÷ó.

Áóäóâàòèìåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó â äåêiëüêà
êðîêiâ. Íà êîæíîìó êðîöi ïðè öüîìó âòðà÷àòèìå-
òüñÿ çàãàëüíiñòü òåîðåìè 2, àëå çàâäÿêè öüîìó íàì
âäàñòüñÿ áóäóâàòè äîïîìiæíi çàäà÷i áiëüø-ìåíø
çàãàëüíîãî âèãëÿäó, ÿêi, ÿê ïîêàçàíî â íàñòóïíî-
ìó ðîçäiëi, ìîæóòü ç óñïiõîì âèêîðèñòîâóâàòèñü
â ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ.

Îïèøåìî çàãàëüíó òåõíîëîãiþ ïîáóäîâè äîïî-
ìiæíèõ çàäà÷, ùî çàäîâîëüíÿòèìóòü òåîðåìi 2.

Íà ïåðøîìó êðîöi, âòðà÷àþ÷è çàãàëüíiñòü, áó-
äóâàòèìåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó çi ñòðóêòóðîþ ïî-
ëÿ çîðó, ùî çáiãà¹òüñÿ çi ñòðóêòóðîþ ïîëÿ çîðó
ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i, òîáòî, ôóíêöiÿ ÿêîñòi äîïîìi-
æíî¨ çàäà÷i ìàòèìå âèãëÿä

Q′(kT ) =
∑

τ∈=
g′τ (kτ ). (11)

Íà äðóãîìó êðîöi, çíîâ-òàêè, âòðà÷àþ÷è çà-
ãàëüíiñòü, áóäåìî âèìàãàòè çàìiñòü âèêîíàííÿ íå-
ðiâíîñòi (8) � âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

g′τ (kτ ∨
_

kτ )− g′τ (kτ ) ≤ gτ (kτ ∨
_

kτ )− gτ (kτ ) (12)

äëÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïiêñåëiâ τ ñòðóêòóðè ïîëÿ çî-
ðó i äëÿ âñiõ ðîçìiòîê kτ öi¹¨ ïiäìíîæèíè ïiêñåëiâ.

Íà òðåòüîìó êðîöi äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöié g′τ ,
ùî çàäîâiëüíÿþòü íåðiâíiñòü (12) äëÿ íåâiäîìî¨
íàïåðåä ïiäðîçìiòêè

_

kτ âèìàãàòèìåìî âèêîíàííÿ
íåðiâíîñòi (12) äëÿ âñiõ

_

kτ ç äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè
_

Kτ ⊆ {kτ : τ → L} ðîçìiòîê, ÿêié çà ïðèïóùåí-
íÿì íàëåæèòü íàéíèæ÷èé ðîçâ'ÿçîê

_

kτ äîïîìi-
æíî¨ çàäà÷i. Â òàêîìó âèïàäêó ôóíêöi¨ g′τ ïîâèííi
çàäîâîëüíÿòè íàñòóïíó ñèñòåìó íåðiâíîñòåé, ïåð-
øà ÷àñòèíà ÿêî¨ âiäïîâiäà¹ çà òå, ùîá ðåçóëüòó-
þ÷à ôóíêöiÿ g′τ áóëà ñóïåðìîäóëÿðíîþ, à äðóãà



÷àñòèíà � çà òå, ùîá ôóíêöiÿ g′τ çàäîâîëüíÿëà íå-
ðiâíiñòü (12).




∂2

∂t∂t′ g
′
τ (kτ ) ≥ 0, kτ ∈ Lτ , t, t′ ∈ τ ;

g′τ (kτ∨
_

kτ )−g′τ (kτ ) ≤ gτ (kτ∨
_

kτ )−gτ (kτ ),

kτ ∈ Lτ ,
_

kτ ∈
_

Kτ .

(13)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 1t : τ → {0, 1} iíäèêàòîðíó ôóí-
êöiþ, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 â ïiêñåëi t i 0 â óñiõ
iíøèê ïiêñåëàõ ç ìíîæèíè τ . Àíàëîãi÷íî ÷åðåç
1t,t′ : τ → {0, 1} ïîçíà÷èìî iíäèêàòîðíó ôóíêöiþ
ïàðè ïiêñåëiâ t i t′. Ç óðàõóâàííÿì ââåäåíèõ ïîçíà-
÷åíü îñòàííÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé ïåðåïèøåòüñÿ ó
âèãëÿäi




g′τ (kτ) ≥ g′τ(kτ+1t)+g′τ(kτ+1t′)−g′τ(kτ+1t,t′),
kτ ∈ Lτ , t, t′ ∈ τ,

g′τ (kτ) ≥ gτ (kτ)+
(
g′τ (kτ∨

_

kτ )−gτ (kτ∨
_

kτ )
)
,

kτ ∈ Lτ ,
_

kτ ∈
_

Kτ .

(14)

Ñèñòåìó íåðiâíîñòåé (14) çàïèñàíî òàêèì ÷èíîì,
ùî ÷èñëî g′τ (kτ ) çàëåæàòü ëèøå âiä òèõ ÷èñåë
g′τ (k′τ ), â ÿêèõ k′τ > kτ . Îäíèì iç ìîæëèâèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (14) ¹, íàïðèêëàä, íàñòóïíèé:




g′τ (l, l, . . . , l) = gτ (l, l, . . . , l),

g′τ (kτ) = max
{
gτ (kτ)+max

_
kτ∈

_
Kτ

_
kτ�kτ

(
g′τ (kτ∨

_

kτ )−gτ (kτ∨
_

kτ )
)
,

max
t,t′∈τ

(
g′τ(kτ+1t)+g′τ(kτ+1t′)−g′τ(kτ+1t,t′)

)}
,

kτ ∈ Lτ .
(15)

Çàëèøèëîñü ëèøå âèçíà÷èòè ïiäìíîæèíè
_

Kτ .
Öi ïiäìíîæèíè âèçíà÷àþòüñÿ â ïðîöåñi íàñòóïíî-
ãî iòåðàòèâíîãî àëãîðèòìó ïîáóäîâè äîïîìiæíî¨
çàäà÷i.

1. Ïîêëàäåìî ñïî÷àòêó äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
τ ∈ = ìíîæèíó

_

Kτ = {kτ ≡ l}.
2. Ïîáóäó¹ìî äîïîìiæíó çàäà÷ó, âèáðàâøè çà

ôóíêöi¨ g′τ äîâiëüíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè íåðiâ-
íîñòåé (14). Íàïðèêëàä, âèáåðåìî g′τ , êîðè-
ñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (15).

3. Ðîçâ'ÿæåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó i çíàéäåìî ¨¨
íàéíèæ÷èé ðîçâ'ÿçîê

_

kτ .

4. ßêùî äëÿ âñiõ τ ∈ = i äëÿ âñiõ kτ ðîçìi-
òêà

_

kτ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (12), òî ïîáóäîâà-
íà äîïîìiæíà çàäà÷à çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãàì
òåîðåìè 2, äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê k∗T çàäà÷i (2)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó k∗T ≥

_

kT i àëãîðèòì çà-
âåðøó¹ ñâîþ ðîáîòó.

Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó äî êîæíî¨ ìíîæè-
íè

_

Kτ äîäà¹òüñÿ ùå îäèí åëåìåíò, à ñàìå
_

kτ ,
i àëãîðèòì ïåðåõîäèòü äî êðîêó 2.

Îïèñàíèé âèùå àëãîðèòì õî÷à i ìà¹ äóæå îá-
÷èñëþâàëüíó ñêëàäíiñòü, ïðîòå âñå ùå ¹ ïîëiíî-
ìiàëüíèì. Äiéñíî, íà êîæíîìó êðîöi ïîòóæíiñòü
õî÷à á îäíi¹¨ ç ìíîæèí

_

Kτ çðîñòà¹ íà îäèíèöþ,
à äëÿ âñiõ ðîçìiòîê

_

kτ ç ìíîæèíè
_

Kτ óìîâè (12)
âèêîíóþòüñÿ çà ïîáóäîâîþ.

Îòæå, â íàéãiðøîìó âèïàäêó àëãîðèòì çóïè-
íèòüñÿ òîäi, êîëè êîæíà ìíîæèíà

_

Kτ áóäå ìiñòèòè
âñi ìîæëèâi ðîçìiòêè ìíîæèíè τ , à òîìó äëÿ êî-
æíîãî τ ðîçìiòêà

_

kτ îáîâ'ÿçêîâî íàëåæàòèìå ìíî-
æèíi

_

Kτ .

3.3. Ñïåöèôi÷íèé àëãîðèòì ïîáóäîâè äîïîìi-
æíèõ çàäà÷.

Ùå ðàç çàçíà÷èìî, ùî ïðè ïîáóäîâi äîïîìiæíî¨
çàäà÷i, ÿêà á çàäîâîëüíÿëà óìîâè òåîðåìè 2, äî-
çâîëÿ¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè áóäü ÿêi åâðèñòè÷íi
ìiðêóâàííÿ.

Â äàíîìó ðîçäiëi íàâåäåìî ïðèêëàä òàêî¨ ïîáó-
äîâè äëÿ äîâiëüíî¨ (max,+) çàäà÷i iç ñòðóêòóðîþ
ïîëÿ çîðó äðóãîãî ïîðÿäêó. Ôóíêöiþ ÿêîñòi öi¹¨
çàäà÷i ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

Q(kT ) =
∑

{t}∈=
qt(kt) +

∑

{t,t′}∈=
gt,t′(kt, kt′). (16)

Ïîáóäó¹ìî äîïîìiæíó çàäà÷ó íàñòóïíèì ÷è-
íîì.

Ïîëå çîðó T , éîãî ñòðóêòóðà = i ìíîæèíà ïî-
çíà÷îê L â êîæíîìó ïiêñåëi, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó
ïiäðîçäiëi, ñïiâïàäàþòü iç ïîëåì çîðó T , ñòðóêòó-
ðîþ ïîëÿ çîðó = i ìíîæèíîþ ïîçíà÷îê L ïî÷àòêî-
âî¨ çàäà÷i.

Â êîæíîìó ïiêñåëi ôiêñó¹ìî äåÿêèé ïîðÿäîê
íà ìíîæèíi ïîçíà÷îê. Ïðè÷îìó çà íàéâèùó ïî-
çíà÷êó âèáåðåìî äîâiëüíó ïîçíà÷êó st, à çà íàé-
íèæ÷ó ïîçíà÷êó âèáåðåìî òó ç ïîçíà÷îê s′t 6= st,
ÿêiñòü qt(s′t) ÿêî¨ íàéáiëüøà. Ç òî÷íiñòþ äî ïåðå-
éìåíóâàííÿ ïîçíà÷îê ìîæíà ââàæàòè, ùî s′t = 1
� íàéíèæ÷à ïîçíà÷êà i st = l � íàéâèùà.

Ôóíêöi¨ q′t äîïîìiæíî¨ çàäà÷i äîðiâíþþòü ôóí-
êöiÿì qt ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i:

q′t(kt) = qt(kt). (17)

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi âèìàãàòèìåìî âè-
êîíàííÿ íåðiâíîñòi (12) äëÿ âñiõ ôóíêöié g′τ . Ïðî-
òå íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó ââåäåìî



äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà âèãëÿä öèõ ôóíêöié:

g′t,t′(r, r
′) =





at,t′ , r = st, r
′ = st′ ,

bt,t′ , r = st, r
′ 6= st′ ,

ct,t′ , r 6= st, r
′ = st′ ,

dt,t′ , r 6= st, r
′ 6= st′ .

(18)

Äàíå îáìåæåííÿ íà ôóíêöi¨ g′τ ïðèâîäèòü äî ñêî-
ðî÷åííÿ ñêëàäíîñòi äîïîìiæíèõ çàäà÷. Ôàêòè÷íî
ïîáóäîâàíi äîïîìiæíi çàäà÷i áóäóòü åêâiâàëåíòíè-
ìè ñóïåðìîäóëÿðíèì (max,+) çàäà÷àì iç äâîìà
ìiòêàìè, ùî ñóòò¹âî çìåíøó¹ ¨õ îá÷èñëþâàëüíó
ñêëàäíiñòü.

Ôóíêöiÿ ÿêîñòi äîïîìiæíî¨ çàäà÷i ìàòèìå âè-
ãëÿä

Q′(kT ) =
∑

t∈T

q′t(kt) +
∑

{t,t′}∈=
g′t,t′(kt, kt′). (19)

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàíà çàäà÷à äiéñíî áóëà äî-
ïîìiæíîþ, ôóíêöi¨ g′τ ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ñè-
ñòåìàì íåðiâíîñòåé (12), ðiâíîñòåé (18) i óìîâàì
ñóïåðìîäóëÿðíîñòi (3).

Îäíèì ç ìîæëèâèõ âèáîðiâ ôóíêöié g′τ , ÿêi á
çàäîâîëüíÿëè âñi âèùåíàçâàíi óìîâè, ¹





at,t′ =gt,t′(st, st′)
bt,t′ = max

r′ 6=st′
gt,t′(st, r

′),

ct,t′ =max
r 6=st

gt,t′(r, st′),

dt,t′ =max
{
bt,t′+ct,t′−at,t′ , max

r 6=st,

r′ 6=s
t′

[
gt,t′(r, r′)+

+max
{
bt,t′−gt,t′(st, r

′), ct,t′−gt,t′(r, st′)
}]}

(20)

Îñêiëüêè ç ñàìîãî ïî÷àòêó ìè îáèðàëè ïîçíà-
÷êè st äîâiëüíèì ÷èíîì, öå äîçâîëÿ¹ íàì áóäóâà-
òè ñåðiþ äîïîìiæíèõ çàäà÷, ÿêi âiäðiçíÿòèìóòüñÿ
âèáîðîì ìíîæèíè st, t ∈ T , íàéâèùèõ ïiêñåëiâ.

4. Ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ
çàïðîïîíîâàíèõ àëãîðèòìiâ

4.1. Çàäà÷à ïîøóêó äâîâèìiðíîãî çñóâó
Äàíèìè â çàäà÷i ¹ äâà çîáðàæåííÿ, (äèâ. íàïðè-
êëàä ðèñ. 1(a) òà 1(b)). Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ïåðå-
òâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäíå çîáðàæåííÿ â iíøå.

Âiäïîâiäíà (max,+) çàäà÷à ôîðìóëþ¹òüñÿ íà-
ñòóïíèì ÷èíîì.

Ïîëå çîðó T ñïiâïàäà¹ ç ïîëåì çî-
ðó ïåðøîãî çîáðàæåííÿ i äîðiâíþ¹
{(i, j)|0 ≤ i < I, 0 ≤ j < J}.

Ñòðóêòóðà ïîëÿ çîðó = ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàð ïi-
êñåëiâ = =

{{t, t′}| (t− t′) ∈ {(1, 0), (0, 1)}}.
Â êîæíîìó ïiêñåëi ìíîæèíà ïîçíà÷îê

L = {(i, j)| −∆ < i, j < ∆} ñêëàäà¹òüñÿ ç ìî-
æëèâèõ âiäíîñíèõ ðîçòàøóâàíü ïiêñåëà íà

(a) (b)

(c) (d)

Ðèñ. 1: Çíàõîäæåííÿ ÷àñòèíè îïòèìàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó îïòèìiçàöiéíî¨ (max,+) çàäà÷i ïîøóêó
äâîâèìiðíîãî çñóâó.

äðóãîìó çîáðàæåííi i âiäïîâiäíîãî éîìó ïiêñåëà
íà ïåðøîìó çîáðàæåííi.

Ôóíêöiÿ ÿêîñòi çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä (16), ïðè÷î-
ìó ÷èñëà qt(i, j) âèçíà÷àþòü çáiæíiñòü ìiæ îêîëîì
ïiêñêëà t íà ïåðøîìó çîáðàæåííi i îêîëîì ïiêñåëà
t + (i, j) íà äðóãîìó, à ÷èñëà gt,t′(k, k′) âèçíà÷àþ-
òüñÿ ôîðìóëîþ

gt,t′
(
(i, j), (i′, j′)

)
= (i− i′)2 + (j − j′)2,

ÿêà âèðàæà¹ ïðèïóùåííÿ ïðî ïëàâíiñòü ïåðåòâî-
ðåííÿ.

Íà ðèñ. 1(c) i 1(d) ïîêàçàíî ÷àñòèíè çíàéäå-
íî¨ çà äîïîìîãîþ çàãàëüíîãî àëãîðèòìó ç ïiäðîç-
äiëó 3.2 îïòèìàëüíî¨ ðîçìiòêè ãîðèçîíòàëüíîãî òà
âåðèòêàëüíîãî çñóâiâ âiäïîâiäíî. Ïiêñåëè, â ÿêèõ
çíà÷åííÿ îïòèìàëüíî¨ ðîìiòêè íå çíàéäåíî, ïîìi-
÷åíi ÷îðíèì êîëüîðîì, ¨õ áëèçüêî 50%.



(a) (b)

(c)

Ðèñ. 2: Çíàõîäæåííÿ ÷àñòèíè îïòèìàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó (max,+) çàäà÷i äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà.

4.2. Çàäà÷à ñòåðåîáà÷åííÿ iç ìîäåëëþ Ïîòòñà

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó âiäíîâëåí-
íÿ ïîâåðõíi çà äâîìà çíiìêàìè (äèâ. ðèñ. 2(a) òà
2(b)). Âiäìiííiñòü âiä ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäà ïî-
ëÿãà¹ ëèøå â òîìó, ùî ìíîæèíà ïîçíà÷îê â çàäà÷i
îäíîìiðíà i äîðiâíþ¹ L = {k| − Delta < k < ∆}.
Êðiì òîãî, ÷èñëà gt,t′(k, k′) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìó-
ëîþ gt,t′(k, k′) =

{
1, ÿêùî k = k′,
0, â ïðîòèâíîìó ðàçi.

Íà ðèñ. 2(c) ïîêàçàíî çíàéäåíó çà äîïîìîãîþ
àëãîðèòìó, îïèñàíîìó â ïiäðîçäiëi 3.3 ÷àñòèíó
îïòèìàëüíî¨ ðîçìiòêè. ßê i ðàíiøå, ÷îðíèì êî-
ëüîðîì âiäìi÷åíi òi 6,4% ïiêñåëiâ, çíà÷åííÿ îïòè-
ìàëüíî¨ ðîçìiòêè â ÿêèõ íå áóëî çíàéäåíî.

5. Âèñíîâêè
Ïåðåä âèêîðèñòàííÿì àëãîðèòìiâ ïîøóêó íàáëè-
æåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ðîçìiòêè âàðòî ñïðîáóâà-
òè çíàéòè ÷àñòèíó îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿê öå
ïîêàçàíî â äàíié ðîáîòi.
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